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PREFACIO A LA PRIMERA EDICIÓN 


El presente libro no es ningún tratado para adiestrarse en los 
teoremas de la mecánica. Su tendencia es más bien explicativa o, 
para decirlo mejor, antimetafísica. 

En este libro la matemática es totalmente accesoria. Pero quien 
se interesa por conocer en qué consiste el contenido de la mecánica 
como ciencia natural, cómo hemos llegado a él, de qué fuentes ha 
manado y hasta dónde podemos considerarlo como una conquista 
asegurada, espero que encontrará en él algunas aclaraciones. Pues 
ese contenido, que ofrece para todo científico y para todo pensador 
el más amplio y mayor interés, se encuentra oculto y encerrado bajo 
la estructura especializada de la mecánica de hoy. 

La esencia de las ideas mecánicas se ha desarrollado casi exclu= 
sivamente en la investigación de casos especiales muy simples de 
procesos mecánicos. Y el medio más natural y eficaz para poner 
de manifiesto esa esencia es siempre el análisis histórico de aquellos 
casos, y hasta puede decirse que es éste el único camino para llegar 
a una completa comprensión de los resultados generales de la mecá- 
nica. Es siguiendo esta manera de ver que he logrado una exposición 
quizás algo extensa, pero por eso mismo muy clara. Debido a la 
insuficiente exactitud del lenguaje ordinario, no he podido siempre 
prescindir del uso de las breves y precisas notaciones matemáticas, 
sii correr el riesgo de sacrificar a veces la forma de la cuestión. 

Las ideas que aquí presento ya estaban parcialmente contenidas 
en germen en mi trabajo: “Die Geschichte und die Wurzel des Satzes 
der Erhaltung der Arbeit” (Prag 1872). Aunque más tarde, Kirchhoff 
(“Vorlesungen úber mathematische Physik. Mechanik”, Leipzig 
1874) y Helmholtz (“Die Tatsachen in der Wahrnehmung”, Berlin 
1879) han expresado, en cierto modo, ideas semejantes y hasta han 
adoptado en parte un tono de réplica, se me ocurre que lo que yo 
puedo decir no está agotado y que de ninguna manera mi exposición 
es superflua. 

Ya no estoy más solo en mi concepción fundamental de la ciencia 
como economía del pensamiento, concepción que ya había expuesto 
en el trabajo arriba mencionado, así como en otro (Die Gestalten der 
Flussigkeit, Prag 1872) y que desarrollé algo más ampliamente en mi 
discurso académico (“Die ¿konomische Natur der physikalischen 
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Forschung”, Wien 1882). Con gran satisfacción de mi parte, R, Ave= 
narius ha desarrollado, y precisamente de manera peculiar, ideas 
muy próximas a las mías (“Philosophie als Denken der Welt gemáss 
dem Prinzip des kleinsten Kraftmasses”, Leipzig 1876). El respeto 
hacia la tendencia verdaderamente filosófica de reunir todo el saber 
en un haz, tendencia que por otra parte se opone decididamente a 
toda pretensión de los métodos especulativos, no puede en verdad 
ser desconocida en mi libro, 

Las cuestiones que aquí trato me han preocupado desde mi prin 
mera juventud, y mi interés por ellas fué notablemente excitado 
por la admirable introducción de Lagrange a los capítulos de su 
mecánica analítica, así como por la pequeña memoria, clara y loza= 
namente escrita, de Jolly (“Prinzipien der Mechanik”, Stuttgart 
1852). El valioso libro de Diihring (“Kritische Geschichte der Prin- 
zipien der Mechanik”, Berlin 1873), no ha ejercido mayormente una 
influencia notable sobre mis ideas, puesto que en el momento de 
su aparición, en su esencia yo ya las poseía y hasta las había expre- 
sado. No obstante se encontrarán múltiples puntos de contacto, por 
lo menos en lo. relativo al aspecto negativo de la crítica. 

Los nuevos aparatos de demostración, representados y descritos 
en este libro, han sido en general construídos por mí y realizados 
por el señor F, Hajek, mecánico del instituto de física que he dirigido. 

Las fieles reproducciones de antiguos originales en mi poder, 
tienen una menor relación con el texto. Pero los rasgos tan propios 
y naturales de los grandes investigadores, que en ellas se ponen 
de relieve, han ejercido en mi estudio una impresión de frescura 
tal, que he deseado trasmitirla a mis lectores. 


* Prag, Mayo de 1883. 


E. MACH. 


PREFACIO DE LA SÉPTIMA EDICIÓN 


Cuando hace cerca de 40 años fueron expuestas por primera vez 
las ideas contenidas en este libro, encontraron escasa resonancia 
cuando no una múltiple y decidida oposición. Sólo pocos amigos, 
en especial el ingeniero Josef Popper, se interesaron efectivamente 
por esas ideas y alentaron al autor. Cuando dos años después surgió 
Kirchhoff con su conocida publicación tantas veces citada pero que 
todavía hoy es apenas comprendida exactamente por la gran mayoría 
de los físicos, se difundió la idea que el autor de este libro había 
comprendido mal a Kirchhoff. Esta incomprensión anticipada y adi- 
vinatoria de una publicación que aún no había aparecido, sin duda 
la he de agradecer a mi facultad de presentimiento y a mi fuerza 
intelectual. 

Con todo, el libro vive su séptima edición alemana Y, poco a 
poco, a través de perfectas traducciones al inglés, francés, italiano 
y ruso va adquiriendo una difusión casi internacional. También 
surgieron expresiones de aprobación por parte de profesores, para 
los cuales naturalmente sólo podían ser de interés ciertos detalles 
dentro de la orientación general dada por el libro, como J, Cox, 
Hertz, Love, MacGregor, Maggi, H. v. Seeliger y otros. Asimismo 
atrajo la atención de varios críticos que en este tema se tornara 
inevitable el contacto con cuestiones Filosóficas, históricas y gnoseo= 
lógicas. Una especial satisfacción me produjo el reconocimiento que 
encontré en los filósofos R. Avenarius, J. Petzoldt, H. Cornelius, y 
más tarde en W. Schuppe. También me ha satisfecho la aparente- 
mente escasa importancia que filósofos de otra dirección, como G. 
Heymans, P. Natorp, Alois Múller, concedieron a mis designaciones 
del espacio absoluto y del tiempo absoluto como falsos conceptos: 
en verdad no podía esperar más. A los señores L. Lange y J. Pet- 
zoldt no sólo debo agradecer su aprobación en los detalles, sino 
también por su efectiva y fructuosa colaboración. Me fueron muy 
valiosas en el aspecto histórico, en especial concluyentes para el 
período juvenil de Galilei, las críticas de Emil Wohlwill, de cuya 
muerte recién me he enterado con dolor, así como también las obser- 
vaciones críticas de P. Duhem y G. Vailati, Estoy muy agradecido 
al señor Ph. E. B. Jourdain, M. A. Cant., por su nota crítica, pero 
que dado el estado avanzado de la impresión de esta edición, llegó 
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en su mayor parte desgraciadamente tarde. En las discusiones 
gnoseológicas han participado activa y, para mí, provechosamente 
P, Duhem, O. Hólder, G. Vailati y P. Volkmann, 

A fines del siglo pasado mis consideraciones sobre la mecánica 
encontraron su momento álgido; se sentía que en esa ciencia el 
aspecto empiriocrítico era el aspecto más descuidado por todos. Pero 
nuevamente se hace valer ahora la tradición kantiana; de nuevo 
se plantea la exigencia de una fundamentación a priori de la mecá- 
nica. En verdad, opino que se puede conocer un dominio empírico 
a priori siempre que después de múltiples consideraciones sobre 
ese dominio, se pongan de manifiesto las reflexiones lógicas, aunque 
no creo por ello que puedan perjudicar investigaciones como las 
de G. Hamel (Uber Raum, Zeit un Kraft als apriorische Formen 
der Mechanik” en “Jahresbericht der deutschen Mathematiker = 
Vereinigung”, Tomo 18, 1908; “Uber die Grundlagen der Mechanik” 
en “Mathematischen Annalen”, Tomo 66, 1908). Ambos aspectos de 
la mecánica, el empírico y el lógico, exigen su investigación. Pienso 
también que esto está claramente expresado en mi libro, aunque 
mi trabajo, y por sus buenas razones, se inclina especialmente hacia 
el aspecto empírico. 

Con 74 años, afectado por pesados sufrimientos, no puedo ya 
hacer ninguna revolución. Pero abrigo esperanzas en los progresos 
esenciales de un joven matemático, Dr. Hugo Dingler quien, a 
juzgar por sus publicaciones (“Grenze und Ziele der Wissenschaft” 
1910; “Die Grundlagen der angewandten Geometrie” 1911) ha 
acreditado poseer una visión libre de prejuicios para ambos aspec- 
tos de la ciencia. 

Se encontrará esta edición algo más hompgénea que las ante- 
riores. Muchas viejas polémicas que hoy ya no interesan a nadie 
fueron abandonadas, pero otras se agregaron. El carácter del libro 
se ha mantenido. En cuanto a los conceptos patológicos de espacio 
absoluto y de tiempo absoluto nada puedo agregar. Sólo he mos- 
trado, más claramente que antes, que en verdad Newton ha hablado 
mucho de estas cosas pero que, también, no hizo aplicación seria al- 
guna de las mismas. Su V Corolario (Principia”, 1687, pág. 19) con- 
tiene el sistema inercial, que es lo único prácticamente utilizable (y 
probablemente en forma aproximada). 


Wien, 5 de febrero de 1912. 


E.01 A.futor] 


INTRODUCCION 


1. La parte de la física, más antigua y más simple, y que por 
tanto es considerada como básica para la comprensión de muchas 
otras partes de esa ciencia, tiene por objeto el estudio del movi- 
miento y del equilibrio de las masas. Se llama mecánica. 


2. La historia del desarrollo de la mecánica, cuyo conocimiento 
es indispensable para comprender en forma acabada el estado actual 
de esta ciencia, ofrece un ejemplo simple e instructivo del proceso 
mediante el cual se constituye generalmente la ciencia natural. 

El conocimiento instintivo, involuntario, de los procesos natu- 
rales precede siempre a su conocimiento científico, consciente, vale 
decir a la investigación de los fenómenos. El primero nace de las 
relaciones entre los procesos naturales y la satisfacción de nuestras 
necesidades. La adquisición de los conocimientos más elementales 
no compete, sin duda, solamente al individuo, sino que ella es prepa- 
Tada por el desarrollo de la especie. 

En efecto, debemos distinguir entre experiencias mecánicas y 
ciencia de la mecánica, en el sentido actual del término. Es indudable 
que las experiencias mecánicas son muy antiguas. Si se examinan 
los monumentos de los antiguos egipcios o asirios, se encuentran en 
ellos la representación (Fig. 1) de numerosos instrumentos y dis- 
positivos mecánicos, en cambio, los documentos sobre los conoci- 
mientos científicos de esos pueblos o no existen o revelan un nivel 
científico inferior. Al lado de útiles muy ingeniosos se encuentran 
procedimientos groseros, como, por ejemplo, el transporte a la rastra 
de pesados bloques de piedra. Todo lleva la marca del hallazgo 
instintivo, incompleto, accidental. 

También las tumbas de los tiempos prehistóricos contienen nu- 
merosos instrumentos, cuya construcción y uso suponen una habili- 
dad técnica poco común y una gran experiencia mecánica. Mucho 
antes de que se pensara en una teoría, en el sentido actual del voca- 
blo, aparecen instrumentos, máquinas, y experiencias y conocimientos 
mecánicos. 


3. A veces estamos inducidos a pensar que la carencia de docu- 
mentos escritos, falsea nuestro juicio respecto de los pueblos anti- 
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guos. En especial se encuentran en autores antiguos, trozos sueltos 
que parecen atestiguar un conocimiento mucho más profundo del 
que suele atribuirse a los pueblos respectivos. Tomemos, por ejem- 
plo el pasaje de Vitruvio, “De ar- 
rhitectura”, Lib. V, Cap, 111, 6; que 
dice: “Pero la voz es aliento que 
fluye, que, movido por el aire, im. 
presiona al oído. Progresa a tra- 
vés de infinitos giros circulares a 
la manera de las innumerables on- 
das circulares que se-engendran 
cuando se lanza una piedra en las: 
aguas tranquilas, que crecen ale-, 
jándose lo más posible del centro, 
cuando no se lo impide la estre- 
chez del lugar o algún otro obs- 
táculo que no les permita llegar al 
final de su recorrido; en cuyo caso, 
al detenerse las primeras ondas, 
éstas a su vez interrumpen la pro-. 
secución de los círculos siguientes. 
Según esta ley la voz avanza cir- 
cularmente, pero mientras en el 
agua los círculos se ensanchan 
manteniéndose en la superficie, la 
VOZ, por una parte, progresa en an= 
cho pero también, por la otra, se 
extiende elevándose gradualmente 
en altura.” ] 

¿No nos parece escuchar a un 
divulgador, del cual nos hubiera 
llegado una exposición incomple- 
ta, pero que hubiera bebido en 
obras, quizás más profundas, que 
se han perdido? ¿Nosotros mismos.: 
dentro de millares de años, no se- 
ríamos juzgados de una manera 
extraña, si nuestra literatura de 
divulgación científica, que por su 
extensión corre menor peligro de destrucción, se conservará más tiem. 
po que nuestro literatura científica? Pero, en verdad, esta concep-= 
ción favorable es destruida por la gran cantidad de otros pasajes, 
cuyos errores son tan evidentes y groseros, que a duras penas son 
compatibles con una cultura científica superior. 
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Con todo, agreguemos que las investigaciones recientes sobre la 
ciencia natural de los antiguos, conducen a modificar nuestro jui- 
cio en un sentido más favorable. Así Schiaparelli mucho ha contri- 
buído a valorizar la astronomía de los griegos, y Govi, en su trabajo 
sobre la óptica de Ptolomeo, nos ha proporcionado verdaderos teso- 
ros. La opinión, últimamente muy difundida, de que los griegos en 
especial habían descuidado por completo la experimentación, ya no 
puede ser hoy mantenida. Los más antiguos experimentos son, se- 
guramente, aquellos de los pitagóricos que utilizaron el monocordio 
con caballete móvil para la determinación de las longitudes de las 
cuerdas mediante las razones armónicas. La demostración de Ana- 
xágoras de la materialidad del aire mediante una vejiga inflada y 
cerrada, y la de Empédocles mediante un vaso invertido y sumer- 
gido en el agua (Arist. Phys.) son experimentos primitivos. Ptolo- 
meo expone investigaciones metódicas sobre la refracción de la luz, 
y sus observaciones de óptica fisiológica son interesantes aún hoy. 
Aristóteles (Meteor.) refiere observaciones que conducen a la expli- 
cación del arco iris. Pueden atribuirse a la fantasía de informantes 
ignorantes, aquellos absurdos relatos, muy adecuados para provocar 
nuestra desconfianza, como el de Pitágoras y los martillos del herre- 
To, cuyos sonidos tenían alturas correspondientes a sus pesos. Plinio 
abunda en tales relatos, desprovistos de todo sentido crítico. En el 
fondo no son ni peores ni más falsos que los cuentos de la manzana 
de Newton y de la tetera de Watt. Quizá se les comprenderá mejor 
si se tiene en cuenta el alto costo y las dificultades que significaba 
la publicación de los escritos antiguos y, en consecuencia, su muy 
limitada difusión. Lo que puede decirse estrictamente sobre estas 
cuestiones, se encuentra en J. Miller: “Uber das Experiment in den 
Physik, Studien der Griechen”. Naturwis, Verein zu Innsbruck, 
XXIII, 1896 - 97. 


4. Desde el punto de vista histórico, es hoy difícil establecer 
dónde, cuándo y de qué manera ha comenzado realmente el desarro- 
llo de la ciencia. Parece, sin embargo, natural admitir que la agru- 
pación instintiva de las experiencias ha precedido a su ordenación 
científica. Rastros de este proceso se encuentran todavía en la cien- 
cia actual, y hasta podríamos, ocasionalmente, observarlos en nos- 
otros mismos. Las experiencias que el hombre, para satisfacer a sus 
propias necesidades, realiza involuntaria e instintivamente, también 
las aplica inconsciente e impensadamente. A ellas pertenecen, por 
ejemplo, las primeras experiencias concernientes a la aplicación de la 
palanca en sus distintas formas. Pero lo que se encuentra de un 
modo tan instintivo e irreflexivo, no puede aparecer como algo espe- 
cial, como algo sorprendente, y en general no provoca ninguna refle- 
xión ulterior. 
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La transición a un conocimiento y a una concepción, ordenados 
y científicos, de los hechos, sólo se hace posible cuando se han cons- 
tituído las profesiones especializadas que se proponen satisfacer a 
determinadas exigencias sociales. Cada una de estas profesiones se 
ocupa de una clase especial de fenómenos naturales. Pero los cuadros 
de estas profesiones varían; los antiguos miembros desaparecen, nue- 
vos miembros intervienen. Surge pues la necesidad de hacer partí- 
cipes a los nuevos miembros de las experiencias adquiridas, la necesi- 
dad de decirles bajo qué circunstancias se presenta cabalmente la 
realización de un cierto objetivo, para determinar así de antemano 
los resultados. Tal comunicación exige, ante todo, una reflexión 
más precisa, como cualquiera puede aún hoy observarlo por sí mis- 
mo. Por otra parte, para los nuevos miembros que se incorporan a 
una profesión, se presentan como extraordinarias las cosas que los 
demás hacen maquinalmente, de ahí que ellas se conviertan en moti- 
vos de reflexión y de investigación. E 

Cuando se desea iniciar a alguien en el conocimiento de ciertos 
fenómenos o procesos naturales, se puede: o bien dejar que los obser- 
ven por sí mismo, en cuya caso no hay enseñanza, o bien describirle 
de alguna manera el proceso natural, con el objeto de ahorrarle el 
esfuerzo de repetir por su cuenta cada experiencia. Pero la descrip- 
ción sólo es posible cuando se trata de fenómenos que se repiten 
constantemente o que, por lo menos, se componen de partes que se 
reproducen continuamente. Sólo es posible describir, y representar 
abstractamente en el pensamiento, lo que es uniforme y sigue una 
ley, pues la descripción supone la aplicación de nombres para los 
elementos, nombres que sólo son inteligibles cuando los elementos 
se reproducen. E 


5. En la multiplicidad de los fenómenos naturales, muchos se 
presentan como ordinarios, otros como extraordinarios, sorprenden- 
tes, desconcertantes y hasta contradictorios con los primeros. Mien- 
tras tal cosa ocurra, no hay una concepción estable y unitaria de la 
naturaleza. Surge así la tarea de investigar, dentro de la multipli- 
cidad de los elementos constantemente presentes en los fenómenos 
naturales, aquellos que son de la misma especie. Por una parte, 
se posibilita así la descripción y comunicación más breve y econó- 
mica. Y por la otra, la facultad de reconocer en la complicación de 
los fenómenos aquellos elementos que se mantienen semejantes a 
sí mismos, conduce a una concepción de los hechos clara, unitaria 
lógica y fácil. Cuando se ha llegado a discernir un reducido número 
de elementos simples, siempre los mismos en todas partes, y que se 
agrupan de una manera ordinaria; ellos se nos presentan como cosas 
conocidas, ya no nos sorprenden, ya no hay nada en los fenómenos 
que nos parezca extraño o novedoso, nos familiarizamos con ellos 
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y ya no nos dejan perplejos: ellos están explicados. Se trata aquí 
de un proceso de adaptación del pensamiento a los hechos. 


6. La economía, mediante la transmisión y concepción, pertene- 
ce a la esencia de la ciencia; en ella reside el momento estabilizador, 
explicativo y estético de la misma y ella se refleja evidentemente en 
el origen histórico de la ciencia. Al principio toda economía sólo ten- 
dió a la satisfacción de las necesidades corporales. Para el obrero, 
y aún más para el investigador, el conocimiento de una determinada 
clase de fenómenos naturales que se logre de la manera más breve, 
más simple y exija el menor número de esfuerzos intelectuales, se 
convierte, por sí mismo, en un objetivo económico, en el cual, aun- 
que originariamente fuera un medio para un objetivo determinado, 
las exigencias corporales quedan casi totalmente de lado, en cuanto 
las correspondientes exigencias intelectuales han despertado y exi- 
gen ser satisfechas. 

Así pues, la ciencia natural se propone investigar lo que hay 
de constante en los fenómenos, cuáles son sus elementos y cuál es 
la vinculación y dependencia mutua de éstos. Ella se esfuerza, me- 
diante una descripción clara y completa, en ahorrarnos nuevos expe- 
rimentos, despreocuparnos de ellos; así, por ejemplo, mediante el 
conocimiento de la vinculación mutua entre dos fenómenos, la obser- 
vación del primero torna inútil la del segundo, que está ya pre y 
codeterminado por el primero. Pero también en la descripción mis- 
ma pueden ahorrarse esfuerzos, buscando el método que describa 
lo más posible de una sola vez y en la forma más breve. Al entrar 
en los detalles, todo esto se aclarará más de lo que puede hacerlo 
Una exposición general. No obstante es oportuno desde ya señalar 
los puntos de vista fundamentales. 


7. Entraremos de inmediato en nuestro tema en el que, sin 
hacer de la historia de la mecánica nuestro objetivo principal, aten- 
deremos a tal desarrollo histórico en la medida necesaria para la 
comprensión del estado actual de esta ciencia y en cuanto no per- 
judique la unidad del tema principal. Prescindiendo del hecho de 
que es imposible dejar de lado los grandes impulsos que han dado 
los más célebres hombres de todos los tiempos, y que, con todo, 
son más fecundos que aquellos que nos pueden ofrecer las mejores 
mentes de hoy; no hay espectáculo más grandioso, ni de mayor alcan- 
ce estetico, que la obra de la poderosa mentalidad de los investigado- 
res de los fundamentos de la ciencia. Sin método alguno, pues éste 
fué creado por su propio esfuerzo y hubiera permanecido siempre 
incomprendido sin el conocimiento de sus obras, ellos se apoderaron 
y se adueñaron de su materia, y le impusieron la forma abstracta. 
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Quien conozca la evolución completa del desarrollo científico, juzga- 
rá el significado de un movimiento científico actual de una manera 
naturalmente más independiente y exacta de aquél que, por tener 
limitado su juicio al período de tiempo en el que vive, sólo pueda 
basarse en la dirección momentánea que ha tomado ese movimiento. 


ss 


CAPÍTULO 1 


DESARROLLO DE LOS PRINCIPIOS DE LA ESTATICA 


1. El principio de la palanca 


1. Las más antiguas investigaciones mecánicas conocidas, las 
de los antiguos griegos, se refieren a la estática, a la ciencia del 
equilibrio. De igual modo, cuando los griegos fugitivos, después de 
la toma de: Constantinopla por los turcos (1453), dieron un nuevo 
impulso al pensamiento occidental mediante los escritos antiguos 
que habían conservado, fueron las investigaciones sobre la estática, 
en especial las originadas por los trabajos de Arquímedes, las que 
ocuparon los más célebres investigadores de la época, 

Las investigaciones sobre mecánica no comenzaron sino muy 
tarde entre los griegos, y no pueden compararse con los grandes 
progresos realizados por ese pueblo en la matemática y, especial- 
mente, en la geometría. 

Los documentos sobre mecánica, concernientes a los más antiguos 
investigadores griegos son rarísimos. Arquitas, un notable ciuda- 
dano de Taranto (hacia 400 a. C.) que se distinguió como geómetra 
ocupándose del célebre problema de la duplicación del cubo, cons- 
truyó algunos dispositivos mecánicos para el trazado de diversas 
curvas. Como astrónomo enseñó la esfericidad de la tierra. y su 
rotación diurna alrededor de eje. Como mecánico es el fundador 
de la teoría de la polea. En uno de sus escritos sobre mecánica, ha 

“de haber aplicado la geometría a esa ciencia, pero no poseemos nin- 
gún documento cierto que nos proporcione algún detalle. En cambio, 
sabemos por Aulo Gelio (X, 12), que Arquitas había construído .un 
autómata extraordinario, que consistía en una paloma voladora de 
madera, que probablemente se ponía en movimiento por medio de 
aire comprimido. Es precisamente una característica de la prehisto- 

ría de la mecánica - que, por una parte, haya dirigido su atención 

«hacia los usos prácticos y, por la otra, se haya aplicado a la cons- 
trucción de autómatas que sólo podían servir para. provocar la admi- 
ración de los ignorantes. a E 
. . Todavía más tarde, con Ctesibio (285 - 247 a. C.) y con Herón 
(siglo 1), esta situación no había variado esencialmente. También 
en la época medieval de decadencia cultural, el fenómeno reaparece. 
Son conocidos los ingeniosos autómatas y mecanismos de relojería, 


20 ERNST MACH 


cuya construcción atribuía la credulidad popular a la obra del demo- 
nio. Imitando la apariencia exterior de la vida, se alimentaba la 
esperanza “de penetrar en su fundamento íntimo. En conexión con 
tal errónea concepción de la vida, estaba también la creencia maravi- 
llosa en la posibilidad de un Perpetuum mobile. Sólo gradual y 
lentamente, y en forma vaga, se presentaron, ante la mente de los 
pensadores, los verdaderos problemas de la mecánica. En tal sentido 
son característicos los “Problemas mecánicos”, antes atribuídos a 
Aristóteles (383 - 322 a. C.) (trad. alemana de Poselger, Hannover, 
1881). El autor sabe plantear y reconocer los problemas, vislumbra 
el principio del paralelogramo de los movimientos, se aproxima al 
conocimiento de la fuerza centrífuga, pero en la solución de los 
problemas no es feliz. Toda la obra tiene un carácter más dialéctico. 
que científico, y se satisface con poner en evidencia las dificultades, 
““aporias”, que los problemas encierran, Por lo demás el escrito 
caracteriza perfectamente a la situación intelectual inherente al 
comienzo de una investigación científica. —, 
j “Lo que ocurre según la naturaleza, pero cuya causa no nos es 
evidente; nos parece maravilloso... Tales son los hechos en los 
que el menor supera al mayor, el peso pequeño a la carga pesada 
y todos los problemas que denominamos mecánicos... A las difi- 
cultades de este género pertenecen las inherentes a la palanca. Pues 
parece absurdo que una fuerza pequeña ponga en movimiento un 
gran peso, al cual se le agrega todavía una Carga mayor. Quien 
no puede mover un peso sin ayuda de una palanca, puede hacerlo 
fácilmente agregándole además el peso de la palanca. La causa 
fundamental de todo esto reside en la naturaleza del círculo y 
es en verdad muy natural: pues no es absurdo que lo maravilloso sur- 
ja de lo maravilloso. Pero lo que hay de más maravilloso es la 
reunión de propiedades contrarias en una unidad. Y el círculo está 
verdaderamente compuesto de esta manera. En efecto, él está engen- 
drado por algo que se mueve y algo que se mantiene en su sitio.” 

En otro pasaje de este escrito aparece un presentimiento del 
principio de los desplazamientos virtuales en una forma muy inde- 
terminada. 
.. Tales consideraciones muestran el reconocimiento y el planteo 
de un problema, pero están aún lejos de conducir a su resolución. 

] 2. Arquímedes de Siracusa (287 - 212 a. C.) ha dejado un gran 

número de obras, algunas de las cuales nos han llegado completas. 
Examinaremos ante todo el libro “De aequiponderantibus”, que con- 
tiene proposiciones sobre la palanca y el centro de gravedad. 

En él, Arquímedes parte de las siguientes hipótesis que consi- 
dera evidentes por sí mismas: : 

a) Pesos iguales, que actúan a igual distancia (del punto de 
apoyo), están en equilibrio. 
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b) Pesos iguales, que actúan a distancias desiguales (del punto 
de apoyo), no están en equilibrio, y el peso más alejado desciende, 

De estas hipótesis deduce el teorema: 

“Pesos conmensurables están en equilibrio cuando son inversas 
mente proporcionales a sus distancias (al punto de apoyo).” 

Podría parecer superfluo hacer un análisis detallado de estas 
hipótesis pero, viéndolo mejor, no es así, 

Imaginemos una barra (Fig. 2), de cuyo peso prescindimos, 
con un punto de apoyo. Suspendamos a igual distancia de éste dos 
pesos ,iguales, Arquímedes parte de la hipótesis que tales pesos 

están en equilibrio. Podría opinarse que tal 

hipótesis (en virtud del llamado principio de 

razón suficiente) es evidente, prescindiendo 

Pig:2, de toda experiencia, y que por la simetría de 

todo el dispositivo no hay razón alguna de 

rotación en un sentido más que en otro. Pero entonces se olvida- 

ría, que en la hipótesis están incluídas un gran número de expe- 

riencias instintivas, involuntarias, negativas y positivas; negativas, 

por ejemplo, que el diferente color de los brazos de la palanca, la 

posición del espectador, un fenómeno en las proximidades, no tienen 

influencia alguna; positivas, en cambio (como lo indica la hipóte- 

sis segunda), que no sólo los pesos, sino también las distancias al 

punto de apoyo son los factores que determinan la ruptura del equi- 

librio, los momentos determinantes del movimiento. Con ayuda 

de estas experiencias se comprende claramente que el reposo (au- 

sencia de movimiento) es el único movimiento determinado unívo- 
camente por las circunstancias determinantes del movimiento. 

Pero nuestro conocimiento de las circunstancias determinantes 
de un fenómeno sólo puede considerarse suficiente, cuando lo deter- 
mina unívocamente. Con el supuesto de la experiencia mencionada, 
que sólo los pesos y sus distancias son determinantes, adquiere efec- 
tivamente la primera proposición de Arquímedes un elevado grado 
de evidencia y se torna muy adecuada para servir de fundamento 
a investigaciones ulteriores. Colocado el observador mismo en el 
plano de simetría del dispositivo, la primera proposición se con- 
vierte en una convicción instintiva que se impone en absoluto y que 
está condicionada a la simetría de nuestro propio cuerpo. El análisis 
de proposiciones semejantes es también un excelente recurso, para 


1 Si se admitiera, por ejemplo, que cae el peso de la derecha, que- 
daría simultáneamente determinado el movimiento en sentido contra- 
rio, suponiendo al espectador pasivo ubicado del otro lado. 
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habituar al pensamiento a la misma precisión que la naturaleza 
manifiesta en sus fenómenos. 

3. Tratemos ahora de reproducir en líneas generales la marcha 
del pensamiento según el cual Arquímedes trata de llevar el caso 
general de la palanca al caso particular que es de por sí evidente. 
Los pesos iguales (1) suspendidos ambos en a y b (Fig. 3) de 


Fig. 3. : Fig. t. a 

una barra, móvil alrededor de su punto medio c, están en equilibrio. 
Si el todo se cuelga de un hilo por €, y se prescinde del peso de la 
barra, este hilo deberá sostener un peso 2. Por-tanto, dos pesos 
iguales aplicados en las extremidades equivalen a un peso doble 


aplicado en el centro de la barra. Y E 

Suspendamos ahora de una palanca (Fig. 4), cuyos brazos están 
en la relación 1:2, pesos en la relación 2:1. Podemos imaginarnos 
el peso 2 reemplazado por dos pesos 1 aplicados a la distancia 1 a 
ambos lados del punto de suspensión. Tenemos entonces nuevamente 
una simetría completa respecto del punto de suspensión y, por ende, 
hay equilibrio. e 

Supongamos todavía los pesos 4 y 3 suspendidos de los brazos 
de palanca 3 y 4 (Fig. 5). Alarguemos los brazos de palanca 3 y 4 
de 4 y 3, respectivamente, y sustituyamos los pesos 4 y 3 por 4 


a RS 
a , 3 


; 
A OS 
Lo 4d ad 


Fig. 5, 


y 3, respectivamente, pares de pesos 12 simétricamente colocados 
como indica claramente la figura. Tenemos de nuevo una simetría 
completa. Estas Consideraciones, que hemos aplicado a casos par- 
ticulares, pueden fácilmente generalizarse, 

4. Es interesante ver de qué manera estas consideraciones de 


Arquímedes fueron modificadas por Galilei y Stevin. 
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Galilei imagina un prisma horizontal homogéneo pesado y una 
barra homogénea de igual longitud (Fig. 6), de cuyas extremidades 
suspende el prisma. A su vez suspende la barra por su punto medio. 
Es fácil ver que en este caso existe equilibrio. Pero en este caso 
están comprendidos todos los otros. Galilei lo muestra de la siguiente 
manera. Supongamos que la longitud total de la barra o del prisma 

sea 2 (m + n). Cortemos ahora el pris- 

, ma en dos partes de manera que un 

m n m n trozo sea de longitud 2m y el otro 
¡ j 2n. Podemos hacer esto sin romper 

| | | | el equilibrio, si mediante hilos sujeta- 


mos a la barra las extremidades conti- 
guas a la sección de ambos trozos. Y 
todavía podemos suprimir todos estos 
, hilos, si previamente se suspenden a 
Pig.6. la barra por sus puntos medios, las 

AN dos partes del prisma. Como la lon= 
gitud total de la barra es 2 (m + n), cada mitad será de m-— n. 
De donde la distancia desde el punto de suspensión del prisma par- 
cial de la derecha hasta el punto de suspensión de la barra es m, y n 
la de la izquierda. Se adquiere así fácilmente la experiencia, según 
la Cual lo que interviene es el peso y no la forma del cuerpo. Es 
también claro, que el equilibrio se mantiene, si se suspende de un 
lado un peso cualquiera de magnitud 2m a la distancia n y del 
otro un peso cualquiera de magnitud 2n a la distancia m. En este 
proceso, mejor que en el de Arquí- 
medes, se ponen en evidencia los ele- 
mentos instintivos del conocimiento. 


No obstante, puede reconocerse en mM 40 
estas hermosas consideraciones toda- 5 S 
vía un resto de la pesadez caracterís. Fay. 7. 


tica de los investigadores antiguos. 

Cómo ha concebido el mismo hecho un físico moderno, lo pode- 
mos ver a través de la siguiente consideración de Lagrange. Este 
dice: Imaginemos un prisma horizontal homogéneo suspendido por 
su centro. (Fig. 7). Supongámoslo dividido en dos prismas de 
longitudes 2m y 2n. Si consideramos ahora los centros de grave- 
dad S de esos prismas, en los que podemos imaginar aplicados pesos 
proporcionales a 2m y 2n, entonces ellos están respectivamente a 
las distancias n y m del punto de apoyo. Agreguemos que una 
demostración tan breve, sólo es posible gracias a una bien probada 
intuición matemática. 

5. El objeto que Arquímedes y sus sucesores se proponen en sus 
consideraciones, consiste en llevar el caso más complicado de la 
palanca al caso más simple, que nos parece evidente por sí mismo; 
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en discernir lo simple en lo complicado o también inversamente. 
En efecto: consideramos un fenómeno como explicado, cuando lle- 
gamos a descubrir en él fenómenos más simples ya conocidos. 

Así como a primera vista las deducciones de Arquímedes y de 
sus sucesores nos parecen sorprendentes, así mismo un examen más 
cuidadoso hace surgir dudas respecto de su rigor. ¡De la mera 
suposición del equilibrio de iguales pesos a iguales distancias, se 
deduce la proporcionalidad inversa entre los pesos y los brazos 
de palanca! ¿Cómo es eso posible? 

Si el mero hecho de que el equilibrio depende del peso y de la 
distancia, lejos de poderlo deducir lógicamente, tuvimos que bus- 
carlo en la experiencia, mucho menos podrá encontrarse, con recur- 
sos puramente especulativos, la forma de esa dependencia, vale 
decir la proporcionalidad. 

En verdad, Arquímedes y todos sus sucesores, tácitamente o en 
forma más o menos oculta, introdujeron la hipótesis que el efecto 
(perturbador del equilibrio) de un peso P a la distancia L del eje, 
está medido por el producto P.L (el llamado momento estático). 
Ante todo es claro que, en una disposición completamente simétrica, 
el equilibrio subsiste cualquiera sea la ley Pf(L) que hace depender 
la alteración del equilibrio de L, de modo que es imposible deducir 
de ese equilibrio la forma determinada P.L de aquella ley. El error 
de la demostración, debe pues encontrarse en la transformación 
que ya se tiene en vista, y en efecto ahí se le encuentra. Arquímedes 
da por sentado que el efecto de dos pesos iguales bajo todos los 
aspectos, es igual al efecto de un peso doble aplicado en el punto 
medio. Pero como él sabe que la distancia al centro de rotación 
influye, da también por supuesto, cosa que de antemano no debía 
admitirse, lo que ocurre cuando ambos pesos están a diferente dis- 
tancia del centro de rotación. Ahora bien, cuando un peso, aplicado 
de un lado del centro de rotación, se divide en dos partes iguales 
que se desplazan simétricamente respecto del punto de aplicación 
primitivo, tanto se acerca un peso al centro de rotación, cuanto el 
otro se aleja de él. Pero si ahora se admite que, con esto, el efecto 
se mantiene el mismo, entonces ya se ha decidido la forma de la 
dependencia del momento de L, puesto que sólo es esto posible 
cuando esa forma es P.L, es decir cuando el momento es propor- 
cional a L. Entonces toda demostración ulterior es superflua. Toda 
la deducción contiene el teorema a demostrar, si no enunciado expre- 
samente o en otra forma, como hipótesis. 

6. Para una mentalidad como la de Huygens el método de Arquí- 
medes no es satisfactorio, y aunque no haya reconocido claramente 
el FEFOR da otra demostración en la cual cree haber evitado ese 
lc ae consiste en hacer £irar los dos prismas 

, ales hablamos con el método de Lagrange, de 
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90% alrededor de las verticales que pasan por sus centros de gra- 
vedad s, s* (Fig. 8a) y demostrar que con ello el equilibrio subsiste. 
Esa demostración puede abreviarse y simplificarse de la siguiente 
manera. En un plano rígido sin peso (Fig. 8), tracemos una recta 
que pasa por un punto S y sobre ella, uno a Cada lado, tomemos 
los puntos A yB a las distancias 1 y 2, respectivamente. En los 
extremos apliquemos, por sus pun- 
tos medios y perpendicularmente a 
la recta, dos prismas CD y EF del- 
gados, homogéneos y pesados, de 
longitud y peso 4 y 2. Si trazamos 
la recta HSG (siendo AG= 15 AC), 
la paralela CF y transportamos el 
trozo de prisma CG paralelamente 
a sí mismo hasta FH, entonces se 
pone en evidencia la simetría ,res- 
pecto del eje GH. Pero también es- 
tán en equilibrio los prismas CD 
y EF respecto del eje AB. En con- 
secuencia subsiste el equilibrio para 
! todo eje que pase por S, por tanto 
Ego también para el perpendicular a AB, 

con lo que está dado nuevamente el caso general de la palanca. 
Aparentemente, esta demostración no parece contener sino esta 
hipótesis: que dos pesos iguales p,p (Fig. 9) situados en un plano 


Fig, Su. Fig. Bu. 
a igual distancia 1,1 de un eje 44” (de ese plano) están en equi- 
librio. Para conceder a esta hipótesis el mismo grado de evidencia 
que a la primera proposición de Arquímedes, basta imaginarnos 
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colocados en un punto, como M, situado en el plano trazado por 
AA” y perpendicular a 1,1 y mirar primero hacia A, luego hacia 
A”. Las relaciones no varían si se supone un desplazamiento de los 
pesos parelelos al eje de rotación, como hace Huygens, 

El error surge recién con la afirmación: Cuando el equilibrio 
subsiste para dos ejes del plano, subsiste también para cualquier 
otro eje que pase por su punto de intersección. Tal afirmación (si 
. no fuera meramente instintiva) sólo puede ser obtenida cuando el 
efecto de los pesos es proporcional a las distancias de éstos al eje, 
Pero es en esto precisamente donde reside el núcleo de la teoría 
de la palanca y del centro de gravedad. 


Y 


0 Xx 
; X, 


 Fig.d. 


Fig. 10. 

Sea un sistema de coordenadas rectangulares al cual referimos 

los puntos materiales de un plano (Fig. 10). Es sabido que las 

coordenadas del centro de gravedad de un sistema de masas mM, 
m”, m”... de coordenadas x, 2, x”..., Y, Y”, y”... son: 


mx my 
E= » N= 
Em Em 


Hagamos ahora girar los ejes de un ángulo a, las nuevas coor- 
denadas de las masas son entonces 

1 =XC0SQA—Ysena , Yi=Yycosat+xsena 
y en consecuencia las coordenadas del centro de gravedad 


Em (x cos a — y sen a) mx my 
E, = = Cos a — sen a NN 
Em 2m 2m 


= E cos a— y sen a, 
y de igual modo 


MA=vnc0s0+ Esena. 


á Obtenemos entonces las coordenadas del nuevo centro de gra- 
vedad, transformando simplemente las coordenadas del antiguo cen- 
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tro respecto de los nuevos ejes. Por tanto el e 

queda el mismo. Si se lleva el origen de las E be 
de gravedad entonces Emx = Y my =0 y estas relaciones subsisten 
para cualquier rotación del sistema de ejes. Si entonces para un 
par de ejes rectangulares del plano subsiste el equilibrio, entonces 
y sólo entonces subsiste para cualquier otro eje que pasa por el 
punto de intersección. En consecuencia, si para dos ejes cuales- 
quiera del plano subsiste el equilibrio, también subsiste para cual- 
quier otro eje del plano que pasa por el punto de intersección de 
los dos primeros. 

: Pero tal afirmación no podría sostenerse, si las coordenadas del 
centro de gravedad estuvieran dadas por una ecuación de una forma 
más general tal como 


mj(x) + ma) + mar) +... 
mim +m?ñ+... 


E= 


Luego, también la conclusión de Huygens es inadmisible y con- 

tiene el mismo error que señalamos en Arquímedes. á 
Arquímedes, en su esfuerzo de reducir el caso complicado de 

la palanca al caso de com=- 
prensión instintiva, proba- 
blemente ha errado, aplican- 
do involuntariamente estu- 
dios para el centro de grave- 
dad, ya hechos con ayuda de 
la proposición que trataba de 
demostrar. Es característico 
cómo Arquímedes, y quizás 
otros con él, no haya querido 
admitir la observación obvia 
sobre el significado del pro- 
ducto P. L y buscara un fun- 

Fig 1 damento más profundo. 

En efecto, ni ahora, y mucho menos en aquella época, puede 
llegarse a comprensión alguna de la palanca, si en el fenómeno no 
se ve al producto P.L como la circunstancia determinante de la 
alteración del equilibrio. En la medida en que Arquímedes, Con 
su método griego de investigación, se esfuerza en desconocer este 
hecho, su demostración es errónea. Empero, si se considera también 
el significado de P.L como un dato, entonces las deducciones de 
Arquímedes conservan aún hoy un notable valor, por cuanto las 
concepciones de los diferentes casos se apoyan mutuamente, por 
cuanto indica que un caso muy simple contiene a todos los demás, 
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por cuanto establece una misma concepción para todos los casos. 
Imaginemos un prisma homogéneo, cuyo eje AB (Fig. 11) esté 
apoyado en el centro C. Para hacer intuitiva la suma de los pro- 
ductos de los pesos por las distancias que determinan la alteración 
del equilibrio, llevemos sobre cada elemento del eje, que es pro- 
porcional al peso del elemento, y como ordenada la correspondiente 
distancia al eje, hacia arriba las de la derecha de C' (como positi- 
vas) y hacia abajo las de la izquierda de C (como negativas). La 
suma de las áreas de ambos triángulos ACD + CBE = O hace intui- 
tiva la existencia del equilibrio. Dividamos el prisma en dos partes 
por M, entonces puede reemplazarse MTEB por el rectángulo MUWB 
y TMCAD por el rectángulo MVXA, donde TP = 44 TE y TR= MU TD 
y hagamos girar los prismas parciales MB y MA.alrededor de Q 
y de S hasta imaginarlos dispuestos perpendicularmente a AB. 

Con todo, en la dirección aquí 
señalada, las consideraciones de Ar- 
quimedes han conservado cierta- 
mente su utilidad, aun cuando ya 
nadie abrigue duda alguna sobre el 
significado del producto P.L y que 
la opinión al respecto ha quedado 
ya firmemente fijada, históricamen- ] 
te, a través de múltiples verifica- Ed 
ciones. j 

Los experimentos jamás son completamente exactos, pero pue- 
den conducir a conjeturar, o han conducido a ello, que la clave que 
explica la conexión de todos los hechos es el concepto cuantitativo 
exacto P.L. Y en el hecho recién así se tornan comprensibles todas 
las deducciones de Arquímedes, Galilei, etc. Ahora sí se pueden 
realizar con completa seguridad todas las transformaciones, trac- 
ciones y compresiones necesarias de los prismas. Un prisma sus- 
pendido por su centro (Fig. 12) puede sufrir en cualquier parte 
una sección sin que su equilibrio altere, y muchas modificaciones 
análogas pueden dar lugar a casos de equilibrio, aparentemente 
nuevos. Inversamente, la descomposición de un caso de equilibrio 
en varios (Galilei) sólo es posible si se atiende al significado de 
P.L. Yo no puedo coincidir con O. Hólder, quien pretende justificar 
la exactitud de las deducciones de Arquímedes en contra de mis 
críticas, en su simpático escrito “Denken und Anschauung in der 
Geometrie” (1900), aun cuando me alegra sobremanera nuestro 
pleno acuerdo respecto de la concepción de la ciencia exacta y de 
sus fundamentos. Podría creerse que Arquímedes (Del equi- 
librio de los planos 1) considera como una experiencia general que 
dos pesos iguales bajo todas las circunstancias pueden sustituirse 
por un peso doble por su centro (teor. 5, Cor. 2). Pero entonces 
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sería innecesaria su larga demostración (Teor. 6), pues el resultado 
buscado surge de inmediato (ver págs. 23, 24). El modo de expre- 
sarse de Arquímedes habla en contra de esta manera de ver, Cier- 
tamente un teorema de esta índole, no puede valer como evidente 
a priori. Con esto me parece que las consideraciones expuestas en 
las páginas 23, 24, se mantienen aún inobjetadas. 

Debo aquí llamar la atención de mis lectores sobre un hermoso 
trabajo de G. Vailati (“La dimostrazione del principio della leva 
data da Archimede”, “Bolletino di bibliografia e storia delle scienze 
matematiche, Maggio e Giugno 1904”) en el cual el autor toma 
posición, con Hólder, en contra de mi crítica a la deducción de las 
leyes de la palanca dada por Arquímedes, y, al mismo tiempo, se 
opone parcialmente también a Hólder. Creo que todos leerán con 
provecho las consideraciones de Vailati y comparándolas con las 
mías de las páginas 26, 28, estarán en condiciones de formarse un 
juicio claro sobre los puntos en litigio. Vailati muestra que Arquí- 
medes deduce la ley de la palanca apoyándose en experiencias 
generales sobre el centro de gravedad. Que tal proceso sea posible, 
admisible y hasta muy fecundo en una cierta etapa de la investi- 
gación, que sea quizás el único exacto, jamés lo he negado; al 
contrario, lo he reconocido expresamente a través de mi exposición 
acerca de las deducciones de Sitevin y Galilei, modeladas sobre las 
de Arquímedes. Mas todo mi libro persigue la finalidad de con- 
vencer al lector que las propiedades de la naturaleza no nacen fácil- 
mente de suposiciones evidentes, sino que ellas deben ser deducidas 
de la experiencia. Habría fallado en esa finalidad si no me hubiera 
esforzado en destruir la impresión de que la ley general de la 
palanca podía ser deducida del equilibrio de pesos iguales en brazos 
iguales. Debía pues mostrar dónde se ha introducido la experiencia 
que ya contenía la ley general completa de la palanca. Esa expe- 
riencia reside en la suposición expuesta en la página 24 y, de la 
misma manera, también en cada una de las leyes generales, sin 
duda exactas, que Vailati introduce respecto del centro de gravedad.. 
Ahora bien, lo que debe mostrarse al lector moderno respecto de 
la deducción de Arquímedes es que el valor proporcional del brazo 
de palanca a la carga, no es deducido, entresacado directamente de 
esa experiencia de la manera más simple, sino que se ofrece al 
asombrado lector como resultado de un giro artificioso. Tal deduc- 
ción de teoremas simples, hasta evidentes, puede entusiasmar al 
matemático, en especial al amigo del método euclídeo y a todo aquel 
que se expresa de igual manera. Pero en otro tono y con otros 
objetivos, nos asisten todas las razones para distinguir el Eb 
lógico de la convicción, la sorpresa de la reflexión, lo superficia 
de lo valioso. Si esta discusión es de algún provecho para el lector, 
no he de hacer cuestión por palabras. 
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7. Es muy instructivo e interesante ver cómo los físicos moder- 
nos han generalizado y tratado la ley de la palanca que nos pro- 
porcionara en forma tan simple Arquímedes. Leonardo da Vinci 
(1452 - 1519) el célebre pintor e investigador parece haber sido 
uno de los primeros en reconocer la importancia del concepto gene- 
ral del llamado momento estático, como surge de varios pasajes 
en los manuscritos que de él nos han quedado. Dice, por ejemplo: 
Tomemos una barra AD móvil alrededor de A, de la cual cuelga 
un peso P, y un segundo peso Q (Fig. 13) que mediante un hilo 
pasa por una polea. ¿Qué razón deben guardar las fuerzas para 
que se mantenga el equilibrio? El brazo de la palanca para el 
peso P no es AD, sino es la palanca “potencial” AB. El brazo 
de palanca para el peso Q no es AD sino es la palanca “potencial” 
AC. De qué manera Leonardo ha llegado a esta concepción no es, 
sin duda, fácil de decir. Pero es claro que ha reconocido qué es lo 
que determina la acción de un peso. E 


A B 


Pig. 13. Fig. 14. 


En Guido Ubaldo dal Monte se encuentran consideraciones seme- 
jantes a las de Leonardo da Vinci. 

8. Nos proponemos ahora investigar, y aclarar, de qué manera 
se ha podido Negar al concepto de momento estático, por el cual 
se entiende, como es sabido, el producto de una fuerza por la per- 
pendicular a su dirección trazada desde un eje, aunque no pueda 
determinarse hoy exactamente el camino seguido. Se admite fácil- 

mente que hay equilibrio si se coloca un hilo en una polea con igual 
tensión en ambas extremidades. En efecto, existe siempre un plano 
'de simetría de todo el dispositivo, un' plano que es perpendicular al 
plano de los hilos y biseca al ángulo de los mismos (EE en la 
Fig. 14). Como el movimiento, que podría "producirse en tales 
condiciones, no puede ser determinado unívocamente por regla 
alguna, tal movimiento no 'se produce. La ejercitación práctica 
conduce fácilmente a que el material de la polea és esencial sólo 
en la medida en que determina el modo de movilidad de los puntos 
de aplicación de los hilós. Por tanto, sin alterar el equilibrio puede 
eliminarse una parte cualquiera de la polea o agregarle una nueva 
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porción. Sólo es esencial la parte formada por los radios fijos que 
conducen a los puntos de contacto del hilo. Se comprueba también 
que esos radios fijos (o las normales a las direcciones de los hilos) 


desempeñan aquí el mismo papel que los brazos de palanca en la 
palanca de Arquímedes. 


Pig. 15, Pig. 16, 


Consideremos ahora un llamado torno simple (Fig. 15), cuyos 
radios, de la rueda y del árbol, sean 2 y 1 y cargados, respectiva- 
mente, con 1 y 2;.caso que corresponde exactamente a la palanca 
de Arquímedes. El equilibrio no altera en absoluto si alrededor 
del árbol (Fig. 16) se hace pasar un segundo hilo tendido por pesos 
2 de cada lado. Ahora es claro que, dejando de considerar los otros 
dos hilos que mutuamente se destruyen, el equilibrio se mantiene 
en el sistema de los dos hilos que muestra la Fig. 16. De modo 
semejante procede a menudo Poinsot en su elemental estática mo- 
derna. Con lo que, sí se prescinde de todo lo no esencial, se con- 
cluye que las circunstancias que determinan el movimiento son, 
no sólo los pesos que tienden los hilos, 
sino también las perpendiculares tra- CB . 
zadas desde el centro de rotación a a, 
las direcciones de los mismos. Son JA 
pues, determinantes los productos de 
los pesos por sus respectivas perpen-' 
diculares trazadas desde el eje a las 
direcciones de los hilos, en otros tér- *% 
minos los llamados momentos estáticos. e 

9. Hasta ahora hemos considerado el desarrollo del conocimien- 
to del principio de la palanca; en forma totalmente independiente 
se desarrolló el conocimiento del principio del plano inclinado. Pero 
no es necesario, para la comprensión de esta máquina, acudir a un 
nuevo principio, distinto del de la palanca. Por ejemplo, Galilei ex- 
Plica el plano inclinado partiendo del plano inclinado en la siguiente 
forma: Consideremos un plano inclinado en el cual los pesos PyQ 
se mantienen en equilibrio (Fig. 17). Galilei deja entrever que no 
es necesario que Q descanse"directamente sobre el plaño inclinado; 
lo esencial más bien es el tipo de movilidad de Q. Podemos, por tan- 
to, suponer que ese peso está fijado a la barra AC normal al plano 


Fig 17. 
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y móvil alrededor de C; de modo que supuésta una rotación muy 
pequeña, el peso se mueve en un arco elemental situado sobre el 
plano inclinado. Que la trayectoria se incurve cuando el movimiento 
prosigue, no tiene ninguna influencia, pues esos movimientos ulte- 
riores no tienen efecto sobre el estado de equilibrio, pues sólo es 
determinante la movilidad instantánea. Si se recuerda ahora la 
ya mencionada consideración de Leonardo da Vinci, se llega fácil- 
mente a las ecuaciones ' 


Q CA cm 
Q.CB=P.CA, —= = — 
P CB cb 


y con ello a la ley del equilibrio del plano inclinado. Se reconoce 
entonces que, del principio de la palanca, puede fácilmente llegarse 
al conocimiento de las otras máquinas. 


2. El principio del plano inclinado 


1. Stevin (1548 - 1620) investigó las propiedades mecánicas del 
plano inclinado de una manera totalmente original. Si un peso des- 
cansa sobre una mesa horizontal (Fig. 18) se ve en seguida que el 
equilibrio se mantiene, puesto que la presión es normal al plano 
de la mesa, en virtud del principio de simetría ya reiteradamente 
aplicado. En cambio, en una pared vertical nada podrá impedir el 
movimiento de caída del peso. El plano inclinado ofrece un caso 
intermedio entre ambos casos límites. El 
equilibrio no subsistirá por sí solo como en 
la posición horizontal, pero el contrapeso a 
oponer será menor que en el caso del muro 
vertical. Los investigadores antiguos halla- 
ron grandes dificultades en determinar las 
leyes estáticas que rigen a este caso. Fig. 18. 

El procedimiento de Stevin es en suma el siguiente, Imagina 
un prisma triangular de aristas horizontales, cuya sección ABC está 
representada en la Fig. 19. Sea, por ejemplo, AC horizontal y 
AB =2BC. Alrededor de ese prisma Stevin coloca un hilo sin fin 
en el que ensarta 14 bolillas equidistantes y de igual peso. Para 
mayor comodidad lo sustituiremos por un hilo o cadena cerrada ho- 
mogénea. Esta cadena estará o no en equilibrio. Si suponemos lo 
último, como el movimiento no altera la situación, puesta una vez 
la cadena en movimiento, éste continuará indefinidamente y se ten- 
drá así un perpetuum mobile que Stevin reputa absurdo. Por tanto, 
sólo es posible el primer caso: la cadena está en equilibrio. Pero 
entonces, sin alterar el equilibrio, puede suprimirse la parte simé- 


A 
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trica ADC de la cadena, y los dos trozos de cadena AB y BC se 
equilibran. De ahí que sobre planos inclinados de igual altura, pesos 
iguales actúan en razón inversa de las longitudes de los planos 
inclinados. 


Fig. 20. 


Y si imaginamos en la sección del prisma de la Fig. 20, AC ho- 
rizontal y AB— 2 BC, como los pesos (Y y P de la cadena son pro- 
porcionales a las longitudes AB y BC, resultará 

Q AB 
P BC 

La generalización es evidente. 

2. La suposición de la que parte Stevin: que la cadena cerrada 
no se mueve, contiene solamente, sin duda alguna, un conocimiento 
puramente instintivo. Él tuvo la sensación inmediata, y nosotros con 
él, de no haber jamás observado algo semejante a un movimiento 
de esa índole, de no haber jamás visto que ocurriera algo parecido. 
Esta convicción tiene un poder lógico tan grande, que nos hace ad- 
mitir sin objetiones la ley del equilibrio sobre el plano inclinado 
que es su consecuencia, mientras que tal ley nos hubiera parecido 
dudosa, como mero resultado de una investigación experimental o 


expuesta de otra manera. Esto no nos debe extrañar si se piensa 
que todo resultado experimental está enturbiado por circunstancias 
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ajenas (frotamiento) y toda conjetura sobre las circunstancias deter- 
minantes puede entrañar errores. El hecho de que Stevin conceda 
una mayor autoridad a este conocimiento instintivo que a la obser- 
vación simple, clara, directa, podría sorprendernos si no fuera que 
nosotros mismos experimentamos igual sensación. Se plantea enton- 
ces la cuestión: ¿De dónde proviene esta mayor autoridad? Basta 
para ello recordar que la demostración científica y toda la crítica 
científica sólo provienen del reconocimiento de la propia falibilidad 
del investigador. Percibimos claramente que nosotros mismos para 
nada hemos contribuído al establecimiento de un conocimiento ins- 
tintivo, que nada hemos puesto voluntariamente de nuestra parte, 
sino que todo se produce sin nuestra actividad. Desaparece así toda 
desconfianza frente a nuestra propia concepción subjetiva de lo 
observado. 

La deducción de Stevin es uno de los más valiosos documentos 
de la prehistoria de la mecánica y proyecta una luz maravillosa sobre 
el proceso de la formación de la ciencia y del nacimiento de ésta 
del conocimiento instintivo. Recordemos que Arquímedes siguió en- 
teramente la misma tendencia que Stevin, aunque no con igual feli- 
cidad. También más tarde conocimientos instintivos sirvieron a me- 
nudo de punto de partida de las investigaciones. Todo investigador 
puede diariamente observar, por sí mismo, cómo es guiado por los 
conocimientos instintivos y que, por lo común, cuando logra for- 
mular en abstracto lo que ellos contienen, realiza un progreso notable, 

El proceso de Stevin no contiene error alguno. Si tuviera algún 
error, todos participaríamos de él. Es, sin duda, cierto que sólo la 
unión de un fuerte instinto con una poderosa facultad de abstrac- 
ción, hace a los grandes investigadores. Pero de ningún modo esto 
nos conduce necesariamente a hacer de lo instintivo en la ciencia 
una nueva mística, ni tampoco a reputarlo infalible. Que esto último 
no ocurre, se experimenta muy fácilmente. Hasta conocimientos ins- 
tintivos de tal fuerza lógica como el principio de simetría aplicado 
por Arquímedes pueden inducirnos en error. Mas de un lector recor- 
dará quizá, la emoción intelectual que experimentó cuando, por 
primera vez, se le dijo que una aguja imanada colocada en el meri- 
diano magnético era desviada fuera del meridiano en un sentido de- 
terminado cuando una corriente eléctrica se desplazaba paralelamen- 
te encima de ella. Lo instintivo está tan sujeto al error como lo cla- 
ramente consciente. En definitiva no tiene valor sino en el dominio 
que nos es muy familiar, 

Dejando de lado la mística nos plantearemos más bien la pre- 
gunta: ¿Cómo surgen los conocimientos instintivos y en qué consis- 
ten? Aquello que observamos en la naturaleza se imprime, incom- 
prendido y sin analizar, en nuestras representaciones, que tratan de 
inmediato de imitar los procesos naturales en sus rasgos más gene- 
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rales y llamativos. Tales experiencias constituyen para nosotros un 
tesoro que está siempre a nuestra disposición, y del cual sólo una 
mínima parte está contenida en el seno de nuestras ideas claras. El 
hecho de que nosotros podamos utilizar esas experiencias más fácil- 
mente que la naturaleza misma, y que, en cierto sentido, estén libres 
de subjetividad, le confieren un alto valor. Es peculiar del conoci- 
miento instintivo el hecho de ser fundamentalmente de índole nega- 
tiva. No podemos predecir tanto lo que ocurrirá, como lo que no 
ocurrirá, pues sólo esto último contrasta violentamente con la masa 
obscura de las experiencias, en la cual el hecho aislado es indis- 
cernible. 

Aún atribuyendo a los conocimientos instintivos un elevado va= 
lor heurístico, desde nuestro punto de vista no nos podemos limitar 
a la comprobación de su autoridad. Más bien debemos preguntarnos: 
¿Bajo qué condiciones pueden surgir tales conocimientos instintivos? 
Encontraremos entonces ordinariamente que el mismo principio, para 
cuyo fundamento acudimos al conocimiento instintivo, constituye a 
su vez la condición fundamental que origina dicho conocimiento. No 
podría ser de otro modo. El conocimiento instintivo nos conduce 
al principio que lo explica, el cual, a su vez, está corroborado por 
la existencia de aquel conocimiento, que de por sí es ya un hecho. 
Un cuidadoso examen muestra que en el caso de Stevin esto es así. 

3. La deducción de Stevin nos resulta de tan gran valor inte- 
lectual, porque el resultado que logra nos parece que contiene más 
que la hipótesis que le sirvió de punto de partida. Mientras, por una 
parte, el resultado se impone si no se quiere caer en contradicción, 
por la otra provoca un incentivo que nos impulsa a un examen más 
profundo. Sli Stevin hubiera explicado claramente el fenómeno en 
todos sus aspectos, como lo hizo más tarde Galilei, sus consideracio- 
nes no nos habrían parecido tan ingeniosas, pero habríamos logrado 
una visión mucho más clara y satisfactoria. En verdad, todo está 
contenido en el hecho de que la cadena cerrada no desliza sobre. el 
prisma. Podríamos decir que la cadena no desliza porque no se 
produjo la caída de ningún cuerpo pesado. Mas esto no sería exacto, 
pues muchos eslabones de la cadena caerían efectivamente por el 
movimiento de la cadena, si con ello se elevaran otros. Entonces 
deberíamos decir más exactamente que la cadena no desliza porque 
para cada cuerpo que cayera, debiera elevarse uno de igual peso a 
igual altura, o uno de peso doble a la mitad de la altura y asi suce- 
sivamente. Stevin conocía esta relación, que había enunciado y ufl- 
lizado en la teoría de la polea, pero evidentemente desconfiaba que 
esta ley, sin nuevos apoyos, resultara válida también para el plano 
inclinado. Pero si tal ley no fuera general, nunca hubiera podido 
surgir el conocimiento instintivo respecto de la cadena cerrada. Con 
esto está todo explicado. El hecho de que Stevin en sus reflexiones 
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no haya ido tan lejos y se haya satisfecho con poner de acuerdo sus 
concepciones (encontradas indirectamente) con su pensamiento ins- 
tintivo, no nos debe ya inquietar mayormente. 

Puede encararse el proceso de Stevin también de otra manera. 
Con la firme convicción instintiva que la cadena cerrada pesada no 
gira, los casos particulares del plano inclinado, simples y cuantitati- 
vamente fáciles de considerar, que Stevin imagina, representan otras 
tantas experiencias singulares. Por otra parte, no interesa que el 
experimento se realice efectivamente, cuando su resultado no es 
dudoso. En verdad Stevin experimenta mentalmente. Los resulta- 
dos de Stevin podían haberse deducido efectivamente de las corres- 
pondientes experiencias físicas, en las que se hubiera reducido al 
mínimo el frotamiento, De igual manera puede ser concebida la 
teoría arquimediana de la palanca en la forma galileana. Si la serie 
de los ficticios experimentos mentales, se hubieran realizado física- 
mente, se hubiera deducido de ellos, con todo rigor, la dependencia 
lineal del momento respecto de la distancia de la carga al eje. En 
el dominio de la mecánica, a través de los grandes investigadores, 
encontraremos todavía numerosos ejemplos de este proceso de adap- 
tación de concepciones cuantitativas particulares a una impresión 
instintiva general. Este fenómeno se presenta también en otros sec- 
tores. En tal sentido podría remitir a mi “Prinzipien der Wárme- 
lehre”, pág. 151. Puede decirse que de esta manera han tenido lugar 
los progresos más importantes y significativos de la ciencia. Este 
método, seguido por todos los grandes investigadores, que pone en 
concordancia las representaciones particulares con el cuadro gene- 
ral de una categoría de fenómenos y que siempre refiere cada caso 
particular al conjunto, puede considerarse como un método verdade- 
ramente filosófico. Un tratamiento efectivamente filosófico de una 
ciencia particular, consistirá siempre en poner en concordancia y 
en conexión sus resultados con el saber total sólidamente fijado. Con 
ello se desvanecerán fantásticas intrusiones de la filosofía, así como 
monstruosas teorías especiales poco afortunadas. 

Valdrá la pena considerar una vez más las concordancias y dis- 
Crepancias en la marcha del pensamiento de Stevin y de Arquímedes. 
fimbos parten de lo instintivo. Pero Stevin ha adquirido la idea 
muy general que una cadena cerrada, pesada, fácilmente móvil y de 
forma cualquiera se mantiene en reposo. De ahí puede extraer sin 
dificultad casos particulares cuantitativos, fácilmente comprensibles. 
En cambio, Arquímedes parte del caso más particular imaginable. 
De él es imposible deducir, de manera inobjetable, el comportamien- 
to en condiciones más generales. Si aparentemente Arquímedes lo 
logra, es porque ya conocía el caso más general mientras que Stevin, 
quien sin duda también conocía aproximadamente el resultado, lo. 
Podría haber encontrado directamente siguiendo su método. Si una 


se" 
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relación estática es descubierta por este método, tiene mayor valor 
que un resultado de medidas experimentales, siempre afectadas de 
errores. Errores que crecen con las circunstancias perturbadoras, 
frotamiento, etc., y decrecen con ellas. La relación estática exacta 
se obtiene por idealización y prescindiendo de las circunstancias per= 
turbadoras. Se presenta entonces el procedimiento de Arquímedes y 
de Stevin como una hipótesis acoplada a la experiencia, cuyo aban- 
dono pondría de inmediato en contradicción lógica los hechos parti- 


culares que proporciona la experiencia. Recién entonces podemos 
dominar lógica y científicamente los hechos, y reconstruirlos con 
conceptos exactos que operan espontáneamente. La palanca y el 
plano inclinado son, precisamente, objetos ideales propios de la me- 
cánica, como los triángulos son objetos ideales de la geometría. 
Tales objetos son los únicos que pueden satisfacer completamente las 
exigencias lógicas que le hemos impuesto. La palanca física satisfa=- 
ce a esas exigencias en la medida en que ella se acerca a la palanca 
ideal. El científico se esfuerza en adaptar su ideal a la realidad. 
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+ * El servicio que Stevin prestó a sí mismo y a sus lectores consis- 
tió en contraponer conocimientos diferentes, en parte instintivos, en 
parte claros, en vincularlos y ponerlos en concordancia, y en apo- 
yarlos mutuamente. Que, para Stevin, este método confirmara la 
propia concepción, se desprende del hecho que el dibujo de la cadena 
cerrada alrededor del prisma que figura en la portada de su obra 
(Hypomnemata mathematica, Leiden, 1605), está encabezado por 
la frase: “Wonder en is gheen wonder” (La maravilla no es mara- 
villa) (Fig. 21). En efecto: cada progreso de explicación científica 
va acompañado por un sentimiento de desilusión. Reconocemos que 
lo que nos ha parecido maravilloso no es más maravilloso de lo que 
conocemos instintivamente y tenemos por evidente; que más mara- 
villoso aún sería lo contrario; que es el mismo hecho el que se ex- 
presa en todas partes. Nuestro problema deja de ser tal, se desvane- 
ce y se cobija bajo el manto histórico. 

4. Después de haber logrado el principio del plano inclinado, le 
fué fácil a Stevin aplicarlo a las otras máquinas para explicarlas 
con él. Hizo, por ejemplo, la siguiente aplicación. 

Sobre un plano inclinado (Fig. 
22) imaginemos una carga Q re- 
tenida por un hilo que pasa por 
la polea A y supongamos que la 
carga Q se mantiene en equilibrio 
mediante la carga P. Sltevin toma 
ahora un camino semejante al que 
siguió Galilei. Observa que no es 
indispensable que el peso (QQ se en- 
cuentre sobre el plano inclinado. 
Mientras se mantenga el tipo de 
movilidad, se mantendrá la rela- 
ción entre la fuerza y la carga: Podemos pues suponer que la carga 
esté entonces retenida por un hilo adecuadamente cargado que pase 
por una polea D y dirigido normalmente al plano inclinado. Hecho 
esto, nos encontramos precisamente frente a un llamado polígono 
funicular. Ahora bien, vemos que puede determinarse muy fácil- 
mente la fracción de peso que tiende a provocar el descenso del cuer- 
po por el plano inclinado. Bastará trazar una vertical y sobre ella 
tomar un segmento ab correspondiente a la carga Q. Trazando aho- 


4 


P 
ra, el segmento bc normal a a A tenemos —— — —— ru , Yepre- 
dE AB ab 


sentando entonces ac la tensión del hilo aA. Nada nos impide ahora 
invertir con el pensamiento el papel de ambos hilos y suponer enton- 
ces que la carga Q se apoya sobre el plano inclinado EDF (dibujado 
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punteado). Encontraremos entonces análogamente ad como tensión 
R del segundo hilo. De esta manera indirecta logró Stevin el cono- 
cimiento de las relaciones estáticas en el polígono funicular y en 
el llamado paralelogramo de las fuerzas, claro es que al principio 
sólo para el caso especial de dos hilos (o fuerzas) perpendiculares 
entre sí ac, ad. 

Sin duda Stevin aplicó más tarde el principio de la composición 
y descomposición de las fuerzas en la forma más general, aunque el 
camino que él ha seguido para ello no es nada claro o por lo menos 


Fig. 23. Fig: 
nada evidente. Considera, por ejemplo, que en el caso de tres hilos 
tendidos AB, AC, AD, bajo ángulos cualesquiera, y del primero de 
los cuales cuelga la carga P, pueden determinarse las tensiones de la 
siguiente manera. Prolónguese (Fig. 23) AB hacia X y tómese un 
segmento AE. Si se trazan por E, EF paralela a AD y EG paralela a 
AC, las tensiones de AB, AC, AD son respectivamente proporcionales 
a AE, AF, AG. 
Con ayuda de esta construcción funda- 
mental resolvió entonces problemas mucho 
, más complicados. Por ejemplo, determinó 
1 las tensiones en un sistema ramificado de 
hilos, Fig. 24, donde evidentemente partió 
del dato de la tensión del hilo vertical. 
Igualmente, pueden determinarse las 
tensiones proporcionales en Un polígono 
Fig. 25. funicular mediante la construcción que 
muestra la Fig. 25. 
Con ayuda pues del principio del plano inclinado puede encon- 
trarse la explicación de las relaciones en las demás máquinas sim- 
ples, de la misma manera como se hizo con el principio de la palanca. 


3. El principio de la composición de las fuerzas 


1. El teorema del paralelogramo de las fuerzas, al cual Stevin 
llegó y aplicó, sin empero formularlo expresamente, es como se sabe, 
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el siguiente: Si a un cuerpo A (Fig. 26) se aplican dos fuerzas, cuyas' 
direcciones siguen las líneas AB y AC y cuyas intensidades son pro- 
porcionales a las longitudes AB y AC, en su efecto ambas fuerzas 
púeden ser sustituidas por una: fuerza única, que actúa según la. 
diagonal AD del paralelogramo ABCD y que es proporcional a. 
dicha diagonal. Si, por ejemplo, a los hilos AB y AC se tendieran 
pos pesos proporcionales a las longitudes 
AB y AC, su efecto sustituiría el de un 
A B peso proporcional a la longitud AD ten. 
dido sobre el hilo AD. Las fuerzas AB 
y AC se llaman las componentés, la AD 
C D la resultante. Es evidente que también 
Fig. 26. recíprocamente, una fuerza puede sus- 

E va tituirse por dos o más fuerzas. 

2. Tomando en consideración las investigaciones de Stevin, tra- 
taremos de darnos cuenta de cómo podría llegarse al teorema gene- 
Tal del paralelogramo de las fuerzas, Supondremos dada (indirec- 
tamente) la relación encontrada por Stevin entre dos fuerzas per- 
pendiculares entre sí y una tercera que las equilibra. Supongamos 
tres tracciones en equilibrio y que actúan según los hilos OX, OY, OZ 
(Fig. 27). Tratemos de determinar esas tracciones. Cada una equi- 
libra a las otras dos. Sustituyamos (según el principio de Stevin) 
a la tracción OY por dos tracciones perpendiculares; según Ou (la 
prolongación de OX) y, perpendicu- 
larmente a la anterior, según Ov. Z 
De la misma manera descomponga- 
mos la tracción OZ según Ou y Ow. 
La suma de las tracciones según Ou 
debe equilibrar a la tracción OX, 
mientras las tracciones según Ov y 
Ow deben destruirse. Tomando es- 
tas últimas iguales y opuestas repre= 
sentadas por Om y On, quedan de- 
terminadas las componentes Op, Oq, 
paralelas a Ou, así como las traccio- 
nes Or y Os. La tracción según OX 
es igual y opuesta a la suma Op + 
Oq. Trazando st paralela a OY o rt 
paralela a OZ, ambas líneas deter- 4t8 
minan el segmento Ot = Op + Oq, EA 
con lo que se ha encontrado el principi 
delas ( Principio EI del paralelogramo 

De otro modo puede también deducirse el caso general partiendo 


del caso de la composición de fuerzas rectangulares. Sean OA y OB 


(Fig. 28) dos fuerzas que actúan en O. Sustituyamos OB por una 
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fuerza OC que actúa paralelamente a OA y otra OD perpendicular 
a OA. En lugar de OA y OB actúan entonces OE — OA + OB y OD, 
cuya resultante OF es al mismo tiempo también la diagonal del 
paralelogramo OAFB construído sobre OA y OB. 


0 C dE 3. Cuando se llega al teorema del pa- 
R ralelogramo de las fuerzas por el camino 
seguido por Stevin, el teorema se presenta 

como algo hallado indirectamente. Se re- 

D B F vela como una consecuencia y una condi- 


ción de hechos conocidos. Sólo se ve que 
existe, pero no porque existe, vale decir, 
que no se puede (como en la dinámica) reducirlo a proposicio- 
nes más simples. En estática, el primero que logró dar al teo- 
rema su verdadero significado, fué Varignon en momentos en 
que la dinámica, que directamente conduce al teorema, había ya 
hecho suficientes progresos como para hacer uso de ellos sin dificul- 
tades. El teorema del paralelogramo de las fuerzas fué enunciado 
claramente por primera vez por Newton en sus “Principios de Filo- 
sofía Natural”. El mismo año e independientemente de Newton, 
Varignon había enunciado el teorema, como aplicación de un teorema 
geométrico, en un trabajo presentado a la Academia de Paris y que 
recién fué publicado después de la muerte de su autor. 

El teorema geométrico es el siguiente: Si desde un punto m (Fig. 
29) del plano del paralelogramo, exterior al ángulo formado por los 


NS 


¿ 


Pig. 29. Fig. 30. 


Fig. 28, 


lados p, q que contiene la resultante r, se trazan los segmentos nor- 
males a esas direcciones, que llamaremos u, v, w, se tiene p.u + 
+q.0=r.w. La demostración resulta fácilmente trazando las rec- 
tas que unen m con los extremos de p, q y T y considerando los trián- 
gulos así formados, cuyas áreas son las mitades de los productos an- 
teriores. Si se elige m (Fig. 30) en el interior del ángulo mencionado 
y se trazan las perpendiculares, el teorema toma la forma: p.u— 
—Q.0=T.W. Si finalmente se toma m en la dirección de la resul- 
tante y se trazan nuevamente las perpendiculares, por tener la nor- 
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mal a la diagonal longitud nula, es entonces: p.U—q.v0=0, 0 
sea p.U—=Q.V. 

Con ayuda de la observación que las fuerzas son proporcionales 
a los movimientos que ellas producen en tiempos iguales, pudo Va- 
rignon deducir fácilmente, de la composición de los movimientos, la 
composición de las fuerzas. Las fuerzas que actúan en un punto y 
representadas en magnitud y dirección por los lados de un paralelo- 
gramo, pueden ser sustituídas por una fuerza única, representada de 
igual manera por la diagonal del paralelogramo. 

Si en los paralelogramos anteriores, p y q representan las fuer- 
zas que actúan (componentes) y r la fuerza que sustituye a ambas 
(resultante), los productos Pu, QU y rw se llaman momentos de esas 
fuerzas respecto del punto m. Cuando el punto mM está sobre la resul- 
tante, ambos momento pu y qv son iguales entre sí. 

4. Con ayuda de este teorema pue= 
de ahora Varignon considerar las máqui- 
nas de una manera mucho más simple 
que la de sus predecesores, Considere- 
mos, por ejemplo, un cuerpo rígido (Fig. 
31), móvil alrededor de un eje que pasa 
por O. Tracemos por este punto un pla- 
no perpendicular al eje y en él tomemos 
dos puntos 4, B a los cuales aplicamos 
las fuerzas P, Q en el plano. Reconoz- 


C ariablemente ligados entre sí y mutua- 
mente trasmiten las tracciones y compresiones. Podemos pues apli- 
car las fuerzas P y Q en puntos cualesquiera de las rectas AX y BY 
Y, Por ende, en su punto de intersección M, Construyamos el para- 
lelogramo de las fuerzas aplicadas en M y sustituyamos esas fuerzas 


hemos deducido la ley de la palanca a partir del teorema del para- 
lelogramo de las fuerzas, 

; De igual modo explica Varignon otros casos de equilibrio, anu- 
pea con algún impedimento el efecto de la resultante. Por ejem- 

Pio, en el plano inclinado existe equilibrio cuando la resultante 
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cae perpendicularmente al plano. De hecho Varignon funda toda la 
estática sobre bases dinámicas; ella es para él un caso particular de 
la dinámica. Tiene sienspre presente el caso dinámico general, limi- 
tando voluntariamente su investigación al caso del equilibrio. Nos 
encontramos pues frente a una estática dinámica, que fué sólo posi- 
ble después de las investigaciones de Galilei, Agreguemos todavía 
que pertenece a Varignon la mayoría de los teoremas y consideracio- 
nes, que componen actualmente los tratados elementales de estática. 

5. Como hemos visto, pueden conducir también al teorema del 
paralelogramo de las fuerzas, consideraciones puramente estáticas. 
En casos especiales la verificación del teorema es muy simple. Se 
reconoce de inmediato, por ejemplo, que un número cualquiera de 
fuerzas iguales que actúan en un plano y concurren en un punto 
(tracciones o compresiones), y que forman entre sí ángulos iguales, 
están en equilibrio. Por ejemplo apliquernos en el punto O (Fig. 32) 


SS 


0 A 

A E 

B C 

a 

C Ú Ñ 
Fi. $2. ó Fig. 33. ] 


tres fuerzas iguales OA, OB, OC que forman entre sí ángulos de 120%; 
cada una de ellas equilibra a las otras dos. Se ve en seguida que 
la resultante de OA y OB es igual y opuesta a OC. Está representada 
por OD que es la diagonal del paralelogramo OADB, como se reconoce 
fácilmente del hecho de ser el radio de una circunferencia el lado 
del exágono inscrito. 

6. En el caso en que las fuerzas actúen en la misma u opuesta 
dirección, su resultante corresponde a la suma O diferencia de las 
componentes. Ambos casos se reconocen fácilmente como casos par- 
ticulares del teorema del paralelogramo de las fuerzas. Imaginemos, 
en ambos dibujos (Fig. 33), aproximarse el ángulo AOB al valor 0 
y el ángulo A'O'B' al valor 180%, se reconoce que oc rm 3 
OA + A4C=04 +4 0B y que O'C” se aproxima a 04 — = 
— 0'A?—O'B”. El teorema del paralelogramo de las fuerzas contie- 
ne pues, teoremas que ordinariamente se consideran como casos espe- 


ciales anteriores. : 
7. En la forma en que ha sido dado por Newton y ie 
teorema del paralelogramo de las fuerzas Se presenta clara 
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cómo un teorema experimental. Un punto al que se le aplican dos 
fuerzas, está sometido a dos movimientos independientes cuyas ace- 
leraciones son proporcionales a las fuerzas. En esto se basa la cons- 
trucción del paralelogramo, Daniel Bernoulli opinaba que el teore- 
ma del paralelogramo de las fuerzas era una verdad geométrica ( in- 
dependiente de las fuerzas físicas). Trató hasta de dar una demos: 
tración geométrica, cuyas líneas generales consideraremos ahora, 
pues el punto de vista de Bernoulli no ha desaparecido aún total: 
mente, . ; 

Si dos fuerzas iguales, cuyas direcciones son 
perpendiculares entre sí, actúan en un punto, 
puede asegurarse, según Bernoulli, que (por el 
principio de simetría) la dirección de la resultan- 
te T es la bisectriz del ángulo. Para determinar, 
también geométricamente, su magnitud, descom- 
pongamos cada fuerza p (Fig. 34) en dos fuerzas 
iguales q paralelas y perpendiculares a 7. De aquí 
Py. a. que la razón de las intensidades de Pp y q es la 

] misma que aquella de r y p. Se tiene entonces 


P=H0_ Y T=HPp, de donde r=p?q. 


Como las fuerzas q perpendiculares a r se destruyen, la resultan- 
te no es sino la de las paralelas a 7, de donde 


r=2q, entonces u= y2 y T= 2 p. 


La resultante está pues representada, también en magnitud, por 
la diagonal del cuadrado construido sobre p como lado. 


De igual manera se puede determinar la 
magnitud de la resultante para componentes 
rectangulares desiguales. Pero en este caso na- 
da se conoce de antemano respecto de la di- 
rección de la resultante r. Descompongamos 
las componentes P y q (Fig. 35), en las fuer- 
Zas Uu, UD y r,t, respectivamente paralelas y 
perpendiculares a la dirección aún indetermi- 
nada de 1; las nuevas fuerzas forman con las 
componentes p y q los mismos ángulos que p 
y q forman con tr. De ahí que queden deter. 
minadas las siguientes proporciones: 


Y Pp T q id y) r q 
A, E EA o —— Y — =-—— 
Pp u q v q Ss p t 


: pq 
de las dos últimas de las cuales resulta $ — t= 


rr 


r 
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Pero por otra parte también es 
. ” 

+ 

r r 


TZU+D o pig 


La diagonal del rectángulo construido sobre Pp y q, da pues la 
intensidad de la resultante. 

Con esto está determinado: para tedos los rombos la dirección 
de la resultante, para todos loz rectángulos la intensidad y para el 
cuadrado la dirección y la intensidad. Bernoulli resuelve entonces el 
problema de sustituir dos fuerzas iguales, que actúan según un cierto 
ángulo, por otras dos fuerzas isuales, equivalentes a las anteriores, 
que actúan según un ángulo dilerente; y finalmente llega al teore- 
ma general por tonsideraciones detalladas, no exentas de objeciones 
desde el punto de vista materzítico, que més tarde Poisson mejorá, 

8. Consideremos ahora el asunto desde el punto de vista físi- 
co. El principio del paralelogramo de las fuerzas era ya conorido por 
Bernoulli como un enunciado experimental. Lo que hizo Bernoulli, 
consiste en ignorarlo y deducirlo lógicamente del menor número po- 
sible de supuestos. De nincuna manera tal tarea es inútil o str 
sentido. Al contrario, mediznte tel procedimiento se comprueba cuán 
pocas e imperceptibles son las experiencias que conducen al principio. 
Sólo que no debemos encañarnos a nosotros mismos, como lo hizo 
Bernoulli, y tener siempre presentes todas las hipótesis, sin descui- 
dar ninguna experiencia que pueda haberse aplicado tácitamente, 

Ahora bien, ¿qué supuesto contiene la deducción de Bernoulli? 

9. Ante todo, la estática sólo conoce la fuerza como una trac- 
ción o ccmo una presión, que siempre, y bajo cualquier circunstan- 
cia puede sustituirs» por la tracción o presión de un peso. Todas las 
fuerzas pueden entonces ser consideradas como cantidades homo- 
géneas medibles por pesos. Por otra parte la experiencia nos enseña 
que la determinación del equilibrio o del movimiento de una fuerza 
no reside solamente en su intensidad, sino también en su dirección, 
que es conocida por la dirección del movimiento inicial, por la direc- 
ción de un hilo tendido, ote. A otras cosas, también dadas por la 
experiencia física, como la temperatura, la función potencial, pode- 
mos sí adscribirle intensidad, mas no dirección. Que en una fuerza 
aplicada en un punto, scan determinantes la intensidad y la dirección, 
es ya una experiencia importante, aunque imperceptible. — 

Si las intensidades y las dirceciones de las fuerzas aplicadas en 
un punto, son las únicas circunstancias determinantes, se deduce que 
dos fuerzas iguales y opusstas están en equilibrio, pues ellas no pue- 
den determinar unívocamente ningún movimiento. Tampoco puedo 
una fuerza p determinar untrocamente un movimiento en una dircc- 
ción perpendicular a la dirección de la fuerza. Pero si la fuerza P. 
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está inclinada respecto de la dirección ss” (Fig. 36) entonces puede 
determinarse un movimiento sobre la misma. Pero sólo la experiencia 
puede enseñarnos que el movimiento estará determinado en el sen- 
tido s's y no en el sentido ss”, es decir según el sentido del ángulo 
agudo o según el cual p se proyecta sobre s' s. 

Esta última experiencia es la que Ber- 


p noulli aplica desde el comienzo, Es precisa- 
| mente sobre el fundamento de tal experien- 
cia que se obtiene el sentido de la resultante 

de dos fuerzas iguales perpendiculares entre 

P á sí. Pues del principio de simetría sólo se con. 

eluye que la resultante cae en el plano de las 

E 8 fuerzas y en la recta que biseca al ángulo, 
Pio. 30. pero no que lo hace en la bisectriz del ¿n- 


gulo agudo. Y si no se tiene en cuenta esta 
determinación, la demostración cae del principio al fin. 

10. Si hemos adquirido la convicción que fundamentalmente 
sólo de la experiencia puede conocerse la influencia de la dirección 
de una fuerza, no es de creer que pueda determinarse el tipo de esta 
influencia por otro camino. No puede adivinarse que una fuerza p 
cuya dirección forma un ángulo a con la dirección s, actúa según esta 
última dirección con una intensidad P eos a, lo que equivale al prin- 
cipio del paralelogramo de las fuerzas. Tampoco Bernoulli pudo ha- 
cerlo. No obstante, él aplica, aunque de una manera apenas visible, 
experiencias que ya contienen esa proposición matemática, 

Aquellos que ya están familiarizados con la composición y des- 
composición de las fuerzas, saben que en su efecto, muchas fuerzas 
aplicadas en un punto pueden ser sustituídas por una única fuerza, 
cualesquiera sean las relaciones y las direcciones de aquellas, Este 
conocimiento está implicado en la demostración de Bernoulli, al 
considerar las fuerzas p y q tales que pueden ser sustituídas comple- 
tamente por las fuerzas $, UY y £t, D, ya en la dirección de T como 
en cualquier otra dirección. También considera T como equivalente 
a P y q Y además también considera equivalente, ya medir s, u, ft, V 
primero sobre las direcciones de P y Y y luego éstas sobre la direc- 
ción de r, o ya medir directamente S, U, t, Y sobre la dirección de 7. 
Pero estos conocimientos sólo pueden tenerlos aquellos que han ad- 
quirido ya una gran experiencia sobre composición y descomposición 
de fuerzas. Tal conocimiento se logra de la manera más sencilla 
si se sabe que una fuerza P actúa con la intensidad p cos a sobre una 
dirección que forma con la propia un ángulo a. Y efectivamente, 
también por este camino se logra aquel conocimiento. 

Consideremos en un plano las fuerzas P, P”, PP”... aplicadas en 
un punto y que formen con una dirección dada X los ángulos a, a”, 
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a”... Sean ellas sustituídas por una fuerza H que forma con X un 
ángulo y. Según el principio conocida se tiene entonces 


ZP cosa=H cos y 


Como H debe sustituir al sistema de fuerzas, cualquiera sea la 
dirección X, si ésta gira de un ángulo arbitrario Ú se tiene 


S P eos (a +5) =H eos (y + 5) 


o 
(E P cosa —Hcos 1) cosó — (E P sen a —H sen y) send=0 
Hagamos 
NP cosa—Hcosp=AÁ 
— (EP sena—Hseny) =B, 
B 
tet=-— 
A 
de donde 


Acosó + Bsend= y 42 + B*sen (5 +1) =0 
ecuación que subsiste cualquiera sea 5 si 
A= EP cosa—H cos up =0 
y —B=YXPseno—Hsenmu=0 
De aquí resulta 
Hcosp =P cosa 
H sen y =P sena, 


ecuaciones de las cuales se deducen para H y y los valores deter- 


minados 
H=vEPosndi7 EPsna)* 
E Psena 
¿ a NP cosa : 


Por tanto, si se puede medir el efecto de una fuerza según una 
cierta dirección por la proyección sobre esa dirección, entonces pue- 
de efectivamente sustituirse cada sistema de fuerzas aplicados en un 
punto por una fuerza de intensidad y dirección determinadas. Pero 
las consideraciones anteriores no subsisten, si se pone en lugar de 
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cos a, cualquier otra función del ángulo q (a). Si se hace esto y se 
admite para la resultante una determinación única, resulta, como 
por ejemplo lo evidencia la demostración de Poisson, para p (a) la 
forma cos a. De donde, la experiencia que muchas fuerzas concu- 
rrentes en un punto pueden siempre y en cualquier caso sustituirse 
por una fuerza, es matemáticamente equivalente al principio del 
paralelogramo de las fuerzas o al principio de la proyección. Pero el 
principio del paralelogramo o de la proyección es más fácil de ad- 
quirir por la observación, que adquirir por observaciones estáticas 
aquella experiencia general. Y en efecto, fué el principio del para- 
lelogramo el que primero se adquirió. Hubiera sido necesaria una 
sagacidad casi sobrehumana para deducir matemáticamente, sin acu- 
dir a ningún otro conocimiento de la realidad, el principio del para- 
lelogramo a partir de la posibilidad general de sustituir muchas fuer- 
zas por una sola, De la demostración de Bernoulli puede entonces 
decirse que ha deducido lo más fácilmente observable de lo más 
dificilmente observable. Con ello peca en contra de la economía de 
la ciencia. Por lo demás, Bernoulli se engaña al opinar que esen- 
cialmente su punto de partida no presupone observación alguna. 
Debemos además agregar que también la independencia mutua 
de las fuerzas, que está contenida en el principio de la composición, es 
una experiencia que Bernoulli aplica continua y tácitamente. Mien- 
tras se trate de sistemas regulares o simétricos, en el que todas las 
fuerzas son iguales, aún en el caso de existir una dependencia mutua, 
cada una influye sobre las demás de la misma manera. Pero ya 
el caso de tres fuerzas, de las cuales dos sean simétricas respecto 
de la tercera, su consideración se hace muy difícil en cuanto se 
admita la posibilidad de una dependencia mutua entre las fuerzas. 


11. En cuanto, directa o indirectamente, se ha llegado al prin- 
cipio del paralelogramo de las fuerzas, en cuanto se le ha descu- 
bierto, se convierte en una observación tan buena como cualquier 
otra. Como la observación es nueva, no inspira evidentemente la 
misma confianza que las observaciones antiguas, reiteradamente com- 
probadas. Se trata entences de apoyar las nuevas observaciones en 
las antiguas y de demostrar su acuerdo. Poco a poco las nuevas ob- 
servaciones se nivelan con las antiguas y ya no se hace más necesario 
referirlas continuamente a éstas. Tal deducción es entonces útil 
sólo cuando las observaciones difíciles de ser adquiridas directa- 
mente, pueden referirse a otras que pueden adquirirse más fácil 
y simplemente, como ocurre con el principio del paralelogramo de las 
fuerzas en la dinámica. 

12. El teorema del paralelogramo de las fuerzas puede verifi- 
carse experimentalmente mediante aparatos especialmente construí- 
dos para ese objeto. Un dispositivo muy adecuado ha sido dado por 
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o 

ie os f, f, $” anudados entre sí 
pasan por poleas r, 7”, r” que 
pueden ser fijadas en puntos 
cualesquiera de la circunfe- 
rencia y de ellas cuelgan pe- 
sos Pp, Pp”, p”. Si por ejemplo 
se colocan pesos iguales y las 
poleas se fijan en los pun- 
tos de división 0, 120, 240 
entonces coincide el nudo 
común de los hilos con el 
centro. Es decir, que tres 
fuerzas iguales que forman 
entre sí ángulos de 120% es- 
tán en equilibrio. 

Si se quiere representar 
otro caso puede procederse 
de la siguiente manera. Ima- 
gínese dos fuerzas cuales- 
quiera Pp. q, que forman entre sí un ángulo cual- 
quiera a, representadas por segmentos y constru- 
yamos con estos lados un paralelogramo. Agrégue- 
se, además, una fuerza igual y opuesta a la resul- 
tante Tr. Las tres fuerzas D, q, — Y, formando entre 
sí los ángulos que da la construcción, están en 
equilibrio. Se colocan las poleas en los puntos del 
círculo graduado de división O, a, a + f y se car- 
gan los hilos respectivos con los pesos P, q» 7. El 
nudo se dispone entonces en el centro del círculo, 


4. El principio de los desplazamientos virtuales 


1. Llegamos ahora a la discusión del principio de los desplaza- 
mientos virtuales (posibles). En mi exposición de la edición anterior 
encuentra E. Wohlwill supervalorados los esfuerzos de Stevin frente 
a los de del Monte y Galilei. En verdad, del Monte en su “Mechani- 
corum liber” (Pisauri, 1577) ha observado la longitud de los cami- 
nos recorridos simultáneamente por los pesos en la palanca, en el 
polipasto y en el torno simple. Sin duda, su consideración es más 
geométrica que mecánica. También falta en del Monte una concep- 
ción del principio según el cual los efectos de las máquinas asumen el 
carácter de maravilloso (Véase Wohlwiil, Galilei, L, págs. 142 y sig.). 
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Está pues, del Monte, atrasado frente a otros escritores medievales, 
que según la tradición se ocuparon del principio de las velocidades 
virtuales y que en otras ocasiones serán mencionados. Ahora bien, 
Stevin a fines del siglo 
XVI, no va más allá de 
su inmediato predece- 
sor del Monte. Ante to- 
do él trata el sistema 
de poleas de la manera 
en que se lo hace habi.. 
tualmente. En el caso « 
(Fig. 39) el equilibrio 
subsiste, por las razo- 
nes ya conocidas, si de 
ambos lados las cargas 
P son iguales, En d, el 
peso P cuelga de dos 
hilos paralelos, cada 


uno de los cuales soporta, entonces, el peso ——-, con el cual debe car- 


2 
garse el extremo libre del hilo para el caso del equilibrio. En c, P cuel- 


P 
ga de seis hilos y en el equilibrio la carga en el extremo libre es ——. 


En el caso d, que es llamado de Arquímedes o trocla, P cuelga pri- 
E ; P 


mero de dos hilos, cada uno de los cuales soporta entonces ——, uno 
2 


de éstos a su vez cuelga de dos hilos, y así sucesivamente, de tal 


manera que en el equilibrio el extremo libre soporta una carga de 
P 


A Si ahora, cada uno de estos sistemas de poleas se desplaza 


en el sentido tal que el peso P descienda una altura h, se observa 
que por la disposición de los hilos 
en a el contrapeso P se eleva de una altura h, 


P 

» b ” o ” ” » 2 h, 
2 
P 

. € ” a ” ” ” 6h, 
6 
Pp 

” d ” a ” ” ” 8h. 
8 
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En consecuencia, en un sistema de poleas en equilibrio los pro-* 
ductos de los pesos por sus respectivos desplazamientos son igua- 
les (“Ut spatium agentis ad spatium patientis, sic potentia ad poten-" 
tiam 'agentis”, Stevini “Hypomnemata”, T, IV, lib. 3, pág. 172). En 
esta observación reside el germen del principio de los desplazamien- 
tos virtuales. > 

2. Ya anteriormente (1594) Galilei 
había reconocido la validez del principio 
en otra ocasión; en la investigación del 
equilibrio del plano inclinado encontrando 
una forma algo más general del mismo. A 
En un plano inclinado (Fig. 40) cuya lon- 
gitud AB es igual al doble de la altura 
BC, se mantiene en equilibrio una carga Q, que descansa sobre AB 
por la acción de una carga P a lo largo de la altura BC, 


* 


0 


Fig. 40. 


Q 
cuando P=-———. Si los pesos se ponen en movimiento de tal mane- 
2 


descienda una altura h, entonces Q se eleva del 


ra que P= 


mismo segmento h a lo largo de AB. En los efectos de este fenóme- 
no Galilei reconoce que el equilibrio no depende únicamente de los 
pesos sino también de sus posibles acercamientos y alejamientos del 


Q ] 
centro de la tierra. Mientras —— a lo largo de la altura desciende h, 
2 


se eleva Q a lo largo de su recorrido también de h, pero en el sentido 
h 


: h Q 
vertical sólo de ——, con lo que los productos Q .—— y eN .h son 
: 2 


por ambas partes iguales. 

No podría ser destacada suficientemente cuán aclaratoria es esta 
observación de Galilei y cuánta luz expande. Es tan natural y espon- 
tánea que de buen grado se hace aceptable. ¿Hay algo más simple 
que, en un sistema de cuerpos pesados, ningún movimiento e pro- 
duzca cuando en definitiva ninguna masa pesada pueda caer? Esta 
Proposición se nos presenta como instintivamente aceptable. di 

E. Wohlwill recalea que Galilei pone de relieve que en A 
máquinas, a una pérdida de velocidad corresponde un aho 00. 
fuerza (Véase Galilei, 1, págs. 141, 142). Si se aplicara el db E 
concepto de “trabajo”, a cuyo desarrollo Galilei tanto ha con E ie 
podría decirse ape sin caer en malentendidos: as 
máquinas no se ahorra trabajo. ¿ 

EE concepción del plano inclinado de Galilei se nos presenta co- 
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mo menos ingeniosa que la de Stevin, pero debe reconocerse como más 
natural y más profunda. En ella se muestra Galilei poseedor de un. 
temperamento cientifico tan grande como para tener la valentía 
intelectual de ver más que sus predecesores en un fenómeno investi- 
gado durante mucho tiempo y confiar en sus propias observaciones. 
Con su sinceridad característica, entrega al lector sus concepciones 
junto con los motivos que a ellas lo condujeron, 


3. Torricelli, utilizando el concepto de “centro de gravedad”, 
lleva el principio de Galilei a una forma más próxima a nuestra 
sensibilidad y que, por otra parte, había sido ya utilizada ocasional- 
mente por Galilei. Según Torricelli, existe equilibrio en una máqui- 
na cuando un desplazamiento de las cargas que soporta no permiten 
descender más al centro de gravedad de las mismas. Así por ejemplo 
en el caso anterior del plano inclinado, si P desciende un segmento h, 
se eleva Q de hsen a. Si el centro de gravedad no debe descender, 
ha de ser 


P.kh—Q.hsena 
P+Q 


=0 osea P.h—Q.hsena=—0, 


O sea 


BC 
P=Qsna=Q — 
AB 


Si las cargas están en otra relación, el centro de gravedad por 
Uno u otro desplazamiento puede descender y no existe equilibrio. 
Nosotros instintivamente esperamos el equilibrio cuando el centro 
de gravedad de un sistema de cuerpos pesados no puede descender. 
Pero no por esto el enunciado de Torricelli contiene más que el de 
Galilei, 

4. Tan fácil como en el sistema de poleas y en el plano incli- 
nado, puede demostrarse la validez del principio de los desplaza- 
mientos virtuales en las otras máquinas, como la palanca, el torno 
simple, etc, Por ejemplo en un torno simple de radios R, r y de cargas 
correspondientes P, (Q, es sabido que existe equilibrio cuando 
PR =Qr. Sí la rueda gira de un ángulo q, desciende P aproxima- 
damente de Ra y se eleva Q de ra. Según las concepciones de 
Stevin y de Galilei, en el caso de equilibrio debe cumplirse la igual- 
dad P.Ra=Q.ra que expresa lo mismo que la anterior. 

5. Si se compara un sistema de cuerpos pesados en movimiento 
con el sistema semejante en equilibrio, surge la pregunta: ¿En qué 
consiste la diferencia entre ambos casos? Esa diferencia reside en 
los factores que determinan el movimiento (que alteran el equili- 
brio) que en un caso se presentan, en otro faltan. Planteándose tal 
pregunta, Galilei reconoce como determinantes del movimiento no 
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sólo los pesos sino también sus alturas de caída (las magnitudes de 
los desplazamientos en el sentido de la vertical). Llamemos P, P”, 
P”...., los pesos de un sistema de cuerpos pesados y h, h*, R”..., los 
correspondientes desplazamientos verticales simultáneamente posi- 
bles, contados positivamente hacia arriba y negativamente hacia 
abajo. Galilei encuentra que la característica del equilibrio consiste 
en que se cumpla la condición Ph +4- P'h* 4- P”h” +...=0, 

La suma Ph+4P'h*4P”h”4... es la determinante de la 
ruptura del equilibrio o la determinante del movimiento. A esta 
suma por su importancia se le ha designado posteriormente con el 
nombre de trabajo. 

6. Mientras los antiguos investigadores, en la comparación de 
los casos de equilibrio y de movimiento, dirigían su atención hacia 
los pesos y sus distancias del eje de rotación y reconocían como 
determinante el momento estático, Galilei consideraba los pesos y 
sus alturas de caída y reconocía al trabajo como determinante. Es 
evidente que no puede imponerse al investigador el criterio de equi- 
librio al cual debe atenderse cuando dispone de varios para elegir. 
Sólo el éxito puede decidir de la elección adecuada. Pero, así como 
vimos que no puede exponerse el significado del momento estático 
como algo independiente de los datos experimentales y, por tanto, 
como algo deducible lógicamente, lo mismo ocurre con el trabajo. 
Pascal cae en un error, que muchos investigadores modernos com- 
parten con él, cuando al aplicar el principio de los desplazamientos 
virtuales a los líquidos dice: “étant clair, que c'est la méme chose 
de faire faire un pouce de chemin á cent livres d'eau, que de faire 
faire cent pouces de chemin á un livre d'eau”... Eso no es exacto, 
sino en el caso en que ya se haya reconocido el trabajo como deter- 
minante, cosa que sólo la experiencia puede enseñar, 

Si se nos presenta una palanca de brazos iguales e igualmente 
cargada de ambos lados, reconocemos que el equilibrio es el único 
efecto univocamente determinado, ya se consideren como determi- 
nantes del movimiento los pesos y las distancias, ya los pesos y las 
alturas de caída. Pero tales conocimientos experimentales u otros 
semejantes deben ser previos, si se ha de tener fundamentalmente 
un juicio sobre la cuestión. La forma de la dependencia de la 
alteración del equilibrio por circunstancias dadas, vale decir el sig- 
nificado del momento estático (P..L) o del trabajo (P. h), es mu- 
cho menos deducible lógicamente que la dependencia misma. 

7. Si dos fuerzas iguales con desplazamientos iguales y opues- 
tos, actúan mutuamente, se reconoce que hay equilibrio. 'Tratemos 
ahora de reducir a este caso simple, el caso más general de pesos 
P, P* con desplazamientos h, h” cuando Ph == P'h. Tengamos, por 
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ejemplo (Fig. 41) los pesos 3P y 4P en un torno simple de radios 
4 y 3. Descompongamos los pesos en pequeñas partes iguales a P, 
que designamos con a, b, c, d, e, f, y. Llevemos ahora a, b, cal 
nivel + 3 y d, e, f al nivel —3. Los pesos, por sí mismos, no pro» 
ducirán tales desplazamientos pero tampoco se opondrán, por sí 
mismos, a ellos. Desplacemos ahora simultáneamente los pesos g 
del nivel 0 y a del nivel + 3: el primero al —1 y el segundo a 
+ 4, de igual modo ga —2yba+4;9ga—3yCa +4. En 
todos estos desplazamientos los pesos no ofrecen ninguna resistencia, 
“aunque no los realizan por sí mismos. En definitiva: resultan a, 

, € (o 3P) en el nivel +4 y d, e, f, g (6 4P) en el nivel —3. 
Como los pesos no producen por sí mismos tales desplazamientos 
pero tampoco los resisten, quiere decir que tal relación entre los 


pÁ, PB_P ] 
Y e y 
| d 
Pig. 41 a 


pesos y los desplazamientos mantiene el equilibrio. Por lo tanto 
en este caso €s característica del equilibrio la ecuación 4 . 3 P 
—3.4P=0. La generalización (Ph -— P*h' — O) es evidente. 
Pero un examen más cuidadoso reconoce sin dificultad que tal 
conclusión no puede hacerse, sí no se presupone la equivalencia 
del orden de las operaciones y de los caminos de transporte, vale 
decir si no se ve ya en el trabajo el factor determinante. De aceptar 
la conclusión, se caería en el mismo error que cometió Arquímedes 
en su deducción de la ley de la palanca, como lo hemos desarro- 
llado acabadamente y que no hay ahora por qué volver a detallar. 
No obstante, tales consideraciones son útiles, pues tornan sensible 
el parentesco entre los casos sencillos y los más complicados. 

: £. El significado general del principio de los desplazamientos 
virtuales para los casos de equilibrio, há sido reconocido por Joh, 
Bernouilli quien, por carta, comunicó su descubrimiento (1717) a 
Varignon. Expresemos ahora el principio en su forma más general. 
Apliquemos las fuerzas P, P”, P”.... a los puntos A, B,C ... (Fig. 42). 
Comunicamos a esos puntos desplazamientos Y, v', v”.,, cuales- 
quiera, infinitamente pequeños, compatibles (es decir virtuales) 
con la naturaleza de los vínculos y consideramos sus proyecciones 
PP”, p”... sobre las direcciones de las fuerzas. Consideraremos 


DESARROLLO DE LA MECANICA 53 


estas proyecciones como positivas en el sentido de las fuerzas, ne- 
gativas si se dirigen en sentido contrario. Los productos P.p, 
P'.p, P”.p”... se llaman momentos virtuales y tendrán signos 
opuestos en cada uno de los dos casos recién mencionados. Ahora 
bien, el principio dice que en el caso del equilibrio P.p 4 P'.p + 
P”.p"+...=0 o, abreviadamente NP.p=0. 

9. Entremos ahora en algunos detalles. Antes de Newton, se 
concebía casi siempre como fuerza, únicamente la tracción o presión 
de un cuerpo pesado. Todas las investigaciones mecánicas de esa 
época se ocupan casi exclusivamente con cuerpos pesados. Cuando, 
en los tiempos de Newton, ocurre la generalización del concepto de 
fuerza, todos los teoremas mecánicos conocidos para los cuerpos 
pesados se transportaron de inmediato a las fuerzas cualesquiera. 
Toda fuerza pudo sustituirse por la tracción ejercida por un cuerpo 
pesado a un hilo. En tal sentida el principio de los desplazamientos 
virtuales, encontrado primeramente sólo para los cuerpos pesados, 
pudo aplicarse a fuerzas cualesquiera. 


A —( B 
A 
L 
B 2 


Fig. £3. Fig. 1£. 


Se llaman desplazamientos virtuales aquellos compatibles con 
la naturaleza de los vinculos del sistema y compatibles entre sL 
Si, por ejemplo, los puntos A, B (Fig. 43, 1) de un sistema, a 
los cuales se aplican fuerzas, están vinculados a una palanca rectan- 
gular que gira alrededor de C y es CB=2 CA, los desplazamientos 
virtuales de B y A son elementos de arcos de circunferencia que 
tienen a C como centro, siempre perpendiculares entre si y tales 
que el desplazamiento B es siempre el doble del de A. Si los puntos 
A, B (Fig. 43, 2) están unidos por un hilo de longitud 1 que pasa 
por los anillos fijos C y D, entonces son virtuales todos aquellos 
desplazamientos de A y de B según los cuales estos puntos se mute- 
ven sobre o en el interior de dos esferas descritas con radios Ty 
y ro, alrededor de C y D (como centros), de tal modo que 1 ++ 
CD=L » 

La aplicación de los desplazamientos infinitamente pequeños, 
en lugar de los finitos considerados por Galilei, se justifica por la 
siguiente observación. Si dos pesos están en equilibrio en un plano 
inclinado, el equilibrio no será alterado si el plano €s sustituido 
por una superficie de forma cualquiera (Fig. 44), excepto en los 
puntos donde los cuerpos están en inmediato contacto con él Lo 
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esencial entonces es el movimiento instantáneo en la conformación 
instantánea del sistema, Para juzgar el equilibrio bastará considerar 
los desplazamientos evanescentes, puesto que el sistema podría Con- 
vertirse en una conformación próxima totalmente diferente, y para 
la cual quizá el equilibrio ya no subsiste. 

En el caso del plano inclinado, Galilei ya había reconocido 
en forma suficientemente clara que son determinantes no los des- 
Plazamientos en sí, sino en cuanto ellos tienen lugar en el sentido 
de las fuerzas, vale decir: las proyecciones sobre las direcciones 
de las fuerzas. 

Respecto del enunciado del principio, observamos que no se 
presenta problema alguno si todos los puntos del sistema en los 
que actúan las fuerzas son independientes entre sí. Pues cada uno 
de esos puntos sólo puede estar en equilibrio si 
ho se mueve en el sentido de la fuerza. Para 
tales puntos el momento virtual de cada uno de 

5 ellos es nulo. Si algunos puntos son indepen- 

dientes entre sí, pero otros en su desplazamien- 
to dependen mutuamente, para los primeros va- 
le la observación anterior. Para los últimos 
vale, en cambio, el teorema fundamental encon- 
trado por Galilei que la suma de sus momentos 
virtuales es nula. Con lo que la suma total de 
los momentos virtuales vuelve a ser cero. 

10. Tratemos ahora de aclarar el significa- 
do del principio con algunos ejemplos simples, 
precisamente con aquellos que no pueden ser 

Fig. 45 tratados mediante el esquema ordinario de la 
palanca, del plano inclinado, ete. 

La polea diferencial de Weston (Fig. 45) consiste en dos poleas 
coaxiales, rígidamente ligadas entre sí y con radios 
poco diferentes T, y T¿ < Ty. Sobre esas poleas pa- 
sa Una soga o una cadena en la forma indicada en 
la figura. Si la fuerza P en el sentido de la flecha a 
obliga a una rotación de un ángulo «, el peso Q 
ascenderá un poco. En el equilibrio se verificará 
la igualdad entre ambos momentos virtuales 


Tr — Ya . Ti — Ta 
Q P=Prq o P=Q 
27, 
Un torno simple de peso Q (Fig. 46), que se Fig. £8. 


eleva por el efecto del pesa P que desenrolla la 
cuerda sobre la rueda mientras la enrolla sobre el árbol proporciona 
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para el caso del equilibrio la siguiente ccuación entre los mo- 
mentos virtuales 


Qr 
R—r 


En el caso particular R—r=—0 el equilibrio exige también 
Qr=0 0, por ser r finito, Q =0. En efecto el cordel se com- 
porta como si tuviera un nudo en el que se encuentra el peso Q. 
Si éste fuera diferente de cero podría siempre descender sin mover 


P(R—Tp=Q0rpg o P= 


0 
el peso P. Pero si para R—r es también Q —0, resulta P=—, 


valor indeterminado. En efecto, cualquier peso P mantiene el apa- 
rato en equilibrio, pues por ser R — Tr 


nada puede descender. 
R 0 Una polea doble (Fig. 47) de ra- 
dios r, R descansa con frotamiento en 
> un apoyo horizontal, mientra en los hilos 
YT AAA actúan las fuerzas P y Q. Si P es el fro- 


Fig. 42. tamiento del apoyo, habrá equilibrio 
2R RY4r 

si Q=—_—_——P. Pero si P<-————P el hilo se enrollará 
R—r R—r 


sobre la polea. 
La balanza de Roberval (Fig. 43) consiste en un paralelogramo 

de ángulos variables y en el cual dos lados opuestos pueden girar 

alrededor de sus puntos medios A y B. A los otros dos lados, 

siempre verticales, están fijadas barras 

horizontales, Si se suspenden de esas A 

barras dos pesos iguales P el equili- 

brio subsiste cualesquiera sean los pun- 

tos de suspensión de los pesos, pues 


en un desplazamiento el descenso de Z 
un peso es siempre igual a la elevación 
del otro. 

Tres cordeles anudados en un mis. ropa 


mo punto O y cargados con pesos 

iguales, pasan por tres poleas colocadas en puntos fijos A, B, 
C (Fig. 49). ¿Para qué disposición de los cordeles hay equi- 
librio? Sean AO=5;, BO==S2, CO=s53, las longitudes de los 
cordeles. Para obtener la ecuación de equilibrio, desplacemos el 
punto O según las direcciones s, y 53 de los segmentos infinitamente 
pequeños ds y $5 y observamos que de esta manera se pueden 
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obtener en el plano ABC desplazamientos en cualquier dirección 
(Fig. 50). La suma de los momentos virtuales es 


P ds, —P dsy cos a + PSs¿ cos (a + B) + P bs3 —P 85, cos PB + 
+ P dsg cos (a + $) =0 
o sea 
[1— cos a + cos (a + f$)]5s2 + [1—cos fB + cos (a + f)] dsz =0. 


Como los desplazamientos 3s¿ y 5s¿ son arbitrarios e indepen- 


Fig. 49. Fig. 50. 


dientes entre sí, haciendo cada uno de ellos = 0, resulta 
, 1—cosa + cos (a + $) =0 
1—.cos $ + eos (a + $) = 0. 


De donde cosa = cos f y podemos sustituir las ecuaciones ante- 
riores por 


1—cosa + cos2a=0 
O sea cosa=Y de donde «a-+fB= 1200, 


Entonces, en el caso de equilibrio, los cordeles forman entre 
sí ángulos de 120%, lo que era evidente de inmediato, pues tres fuer- 
zas iguales sólo con esa disposición pueden estar en equilibrio. Esto 
conocido, puede encontrarse la posición del punto O respecto de 
ABC de distintas maneras, Puede, por ejemplo, procederse así. 
Se construyen triángulos equiláteros sobre AB, BC, CA, como lados. 
Si a esos triángulos se cireunscriben circunferencias, el punto común 


hb 


X 


Fig. 51. Fig. 62. 


de intersección de éstas dará el punto O, como resulta fácilmente 
de las conocidas relaciones entre los ángulos centrales e inscritos. 

Una barra OA (Fig. 51) que puede girar en el plano de la 
figura alrededor de O, forma con la recta fija OX un ángulo varia- 


» 
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ble a. En el punto A está aplicada una fuerza P que forma con 
OX un ángulo y, y una fuerza Q que forma con OX un ángulo $ 
está aplicada en un anillo B que puede desplazarse a lo largo de 
la barra, Comuniquemos a la barra una rotación infinitamente pe- 
queña, con la que B y A describen ds y ds, perpendicularmente a 
OA y el anillo se desplaza de $7 a lo largo de la barra. Llamemos 
r al segmento variable OB y sea OA —a, En el equilibrio se tiene 


Qórcos (B—a) +05 3sen (p—a) + Pds, sen (a — y) =0. 


Como el desplazamiento ¿r no tiene influencia alguna sobre los 
otros desplazamientos, el correspondiente momento virtual debe ser 
—0 y debido a la magnitud arbitraria de dr, deberá anularse el 
coeficiente, Es entonces 


Q cos (B—a) =0, 
y por ser Q distinto de cero $ —« = 90%, 


a 
Como además se tiene ds, =—— Bs, será 
Tr 


r Q sen (B —a) +aP sen (a —y) =0, 
y debido a sen (B—a)=1; 
TQ +aPsen la —y) =0. 


con lo que está dada la relación entre ambas fuerzas. 

11. Una ventaja nada despreciable que poseen todos los prin- 
cipios generales, y por ende también el principio de los despla- 
zamientos virtuales, consiste en que nos ahorra en gran parte el 
esfuerzo de reflexionar sobre cada nuevo caso particular. Utili- 
zando esta observación podemos, por ejemplo, despreocuparnos de 
los detalles de una máquina. Si una máquina nueva estuviera 
encerrada en una caja (Fig. 52) y sólo mostrara dos brazos de 
palanca como puntos de apli- 

A w 
va 


cación para la fuerza P y la p C 
carga P*, y encontráramos que v Ñ 
los desplazamientos simultáneos Pp p 
de las mismas son h y h' re- p 
sultaría en seguida que en el pa, 
caso de equilibrio debe ser 

Fig 5 


Ph —= P”, cualquiera fuera el 
dispositivo de la máquina. Un " ] 7 
principio de esta naturaleza tiene pues un cierto valor económico, 

12. Volvamos nuevamente al enuntiado general del principio 
de los desplazamientos virtuales, Para algunas ulteriores conside- 
raciones. Si a los puntos A. B. C.... (Fig. 53) se aplican las fuerzas 
P, P”, P”,... y son P, p”, p”,... las proyecciones de los desplaza- 
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mientos infinitamente pequeños compatibles entre sí, se tiene en el 
equilibrio, 


Pp + Pp" 4 Pp" 4 ...=0, 


Si se sustituyen las fuerzas por cordeles que pasan por poleas 
según la dirección de las fuerzas y se les cuelga los pesos respec- 
tivos, el enunciado nos dice simplemente que el centro de gravedad 
de todo el sistema no puede descender. Si, no obstante, para ciertos 
desplazamientos, el centro de gravedad pudiera ascender, subsis- 
tiría aún el equilibrio del sistema, pues los cuerpos pesados, aban- 
donados a sí mismos, jamás tomarían ese movimiento. En tal caso 
la suma anterior será negativa o menor que cero. La expresión 
general de la condición de equilibrio es entonces ; 


Po+ Pp Y Pp. 0 


Cuando para todo desplazamiento virtual existe otro igual y 
opuesto, como ocurre, por ejemplo, en las máquinas, entonces debe- 
mos limitarnos al signo superior, al de la igualdad. Pues, si para 
ciertos desplazamientos el centro de gravedad pudiera elevarse, 
entonces, debido a la supuesta reversibilidad de todos los despla- 
zamientos virtuales, también podría descender. Por tanto en este 
caso una posible elevación del centro de gravedad es incompatible 
con el equilibrio. 

La cuestión se presenta diferentemente cuando todos los des- 
plazamientos no son reversibles, Dos cuerpos vinculados entre sí 
mediante un hilo pueden acercarse mutuamente, mas no alejarse 
uno de otro de una distancia mayor que la longitud del hilo. Un 
cuerpo que puede rodar o deslizar sobre la superficie de otro cuerpo, 
hasta puede alejarse de él, pero no puede penetrarlo. En estos casos 
pueden existir entonces ciertos desplazamientos no reversibles. De 
ahí que para ciertos desplazamientos, pueda ocurrir una elevación 
del centro de gravedad, sin que sean posibles los desplazamientos 
npuestos que corresponderían al descenso del centro de gravedad. 
De ahí que debemos mante- 
ner la condición generaliza- 
da del equilibrio y decir que 
la suma de los momentos 
virtuales' debe ser igual o 
menor que cero, 

13. En su mecánica ana- 
lítica, Lagrange ha ensayado 
una demostración del prin- 
cipio de los desplazamientos, 
virtuales que ahora consideraremos: Sobre los puntos A, B. C.,... 
actúan las fuerzas P, P* P”,... Imaginemos que en .esos puntos 
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hay colocadas ruedas y fijemos igualmente otras ruedas A”, B”, C”,... 
en las direcciones de las fuerzas. Busquemos una medida común 


Q 4 
3 de las fuerzas P, P”, P”... de tal manera que se pueda poner 


Q 
2n, — =P, 

2 
Q 

21. — =P, 
2 
Q 

2n”. — =P”, 


coman... .n..o..... 


donde n, n?, n”,... son números enteros. Fijemos ahora en la rueda 
A” un hilo que hacemos pasar n veces entre 4” y A, ida y vuelta y 
luego por B”; luego n” veces entre B” y B, idea y vuelta y luego 
por B”; luego n” veces por C” y C, ida y vuelta y finalmente por C”; 


- Como en todas las partes 


colgando de su extremidad el peso 


el hilo soporta la tensión E mediante este aparejo ideal puede 
sustituirse el sistema de todas las fuerzas dadas por la única fuerza 


Q 
-—. Si ahora, para una determinada conformación del sistema 


2 
los desplazamientos virtuales (posibles) son tales que pueden dar 


lugar a una caida del peso éste caerá efectivamente, pro- 


7 
amientos y no habrá equilibrio, En cam- 


vocando aquellos desplaz. 
i los desplazamientos man- 


bio, no ocurrirá ningún movimiento s 
Q 
tienen el peso —— en su lugar o lo elevan. Si se cuentan positiva- 


en el sentido de las fuerzas y se tiene en 


mente las proyecciones 
del hilo en cada trocla la expresión 


cuenta el número de vueltas 
de tal condición es 


2np 4 29p 420 p" ++... z0. 
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Pero tal condición es equivalente a 
Q Q Q . 
E +...=0 
2 


Pp + Pp? + P"p" 4 O, 


14. Aunque la ficción de las troclas es algo ajena a la cuestión, 
la demostración de Lagrange posee realmente algo de convincente, 
puesto que el comportamiento de un único peso está mucho más 
próximo a nuestra experiencia y es más fácil de concebir, que el 
comportamiento de muchos pesos. Pero la demostración de Lagrange 
no prueba que el trabajo es lo que determina la alteración del equi- 
librio, sino más bien presupone este trabajo mediante la aplicación 
de las troclas. En efecto, cada trocla contiene ya el hecho que se 
reconoce y se expresa por el Principio de los desplazamientos virtua- 
les. La sustitución de todas las fuerzas por un peso único, que rea- 
liza el mismo trabajo, presupone ya el conocimiento del significado 
del trabajo y sólo es admisible con tal hipótesis. El hecho de que 
ciertos casos nos sean más familiares y se encuentren más próximos 
a nuestra experiencia, trae consigo que los aceptemos sin mayor 
análisis y los adoptemos como base de demostración sin aclarar total- 
mente su contenido, 

Ocurre frecuentemente en el desarrollo del proceso científico, 
que un nuevo principio que un investigador percibe en un fenóme- 
no, de inmediato no se reconozca en su completa generalidad ni lle- 
gue a ser familiar. Se recurre entonces, como natural y razonable, 
a todos los medios que puedan ser útiles. Se acude, para sostener 
la nueva concepción, a los más variados hechos en los cuales el 
investigador no ha reconocido aún el principio, aunque en ellos ya 
está contenido, hechos, empero, que le son más familiares desde otros 
puntos de vista. La ciencia madura no debe dejarse engañar por 
tales procesos. Cuando, a través de todos los fenómenos, advertimos 
claramente un principio que no está demostrado, pero cuya existencia 
podemos reconocer, penetramos más profundamente en la concepción 
lógica de las cosas, que dejándonos llevar por una pseudodemostra- 
ción. Si nos colocamos desde este punto de vista, la demostración de 
Lagrange se nos presenta sin duda bajo otro aspecto, aunque no 
deja por eso de ser interesante y provoca nuestra satisfacción al 
hacer sensible la afinidad entre los casos simples y complicados. 

15. Maupertuis ha encontrado un interesante teorema concer- 
niente al equilibrio, que ha comunicado en 1740 a la Academia de 
Paris bajo el nombre de “Loi du repos”. Ese teorema fué más tarde 
discutido por Euler en las Memorias de la Academia de Berlín de 
1751. Si admitimos en un sistema desplazamientos infinitamente 
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pequeños, le corresponde una suma de los momentos virtuales 
Pp + Pp" 4 P"p” +... que sólo en el caso de equilibrio es = 0. 
Esta suma es el trabajo correspondiente a los desplazamientos, o el 
trabajo elemental, puesto que para desplazamientos infinitamente 
pequeños la suma misma es un infinitamente pequeño. Si se continúa 
con los desplazamientos hasta lograr un desplazamiento finito, tam- 
bién se suman los trabajos elementales hasta obtener un trabajo 
finito. Si se pasa de una determinada configuración inicial del sis- 
tema a una configuración final cualquiera, el proceso lleva consigo 
un cierto trabajo realizado. Ahora bien, Maupertuis ha observado 
que este trabajo realizado es en general un máximo o un mínimo 
cuando la configuración final es una configuración de equilibrio, 
vale decir que si un sistema pasa por una configuración de equilibrio, 
el trabajo realizado es antes y después menor, o antes y después 
mayor, que en la configuración de equilibrio misma. Para la con- 
figuración de equilibrio se tiene 


Pp + Pp? 4 Pp” +...=0, 


es decir, que el trabajo elemental o la diferencia (más correctamen- 
te la variación) del trabajo es nula. Y cuando la diferencial de una 
función es nula, en general la función tiene un valor máximo 0 
mínimo. 
16. Podemos aclarar de una manera muy intuitiva el significa- 
do del teorema de Maupertuis. Le 
Imaginemos un sistema de fuerzas sustituído por los aparejos 


Q ; 
de Lagrange y el peso ——. Admitamos que cada punto del sistema 
2 


se mueva solamente sobre una curva determinada, de tal manera 
que cuando un punto tiene una posición determinada sobre su Curva, 
todos los demás puntos ocupan igualmente, sobre su respectiva curva, 
un Jugar determinado unívocamente. Las máquinas constituyen 
por lo general sistemas de esta indole. Entonces, si al desplazarse 
el sistema se hace deslizar horizontalmente una hoja de papel frente 


al peso E provisto de un lápiz, al subir o bajar verticalmente el 
2 


i ibe Fig. 55). Si la punta 
eso, la punta del lápiz describe una curva ( A 
sl a en los puntos 4, C, d de la curva, hay para el sistema 


: : ca 
de puntos disposiciones próximas para las cuales el peso a 


. . .. Ñ a Si 
encuentra más alto o más bajo que en la aa paa E 
entonces se abandona el sistema a sí mismo, el peso 
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con él el sistema se desplaza. En tales casos no hay pues equilibrio, 
Si la punta está en e sólo existen configuraciones próximas para las 


cuales el peso —— está más alto. Pero a tales configuraciones el 
2 


Fig. $5. 


sistema no puede llegar por sí mismo. Al contrario, por la propiedad 
del peso de moverse hacia abajo, a todo desplazamiento realizado a 
partir de esa posición le seguirá un desplazamiento del sistema en 
sentido contrario. A una posición más baja del peso o a un máximo 
del trabajo efectuado por el sistema, corresponde entonces el equili- 
brio estable, Si la punta está en D, vemos que todo desplazamiento 


finito hace descender al peso 


y que, por tanto, el peso mismo 


continúa el desplazamiento. Pero para desplazamientos infinitamen- 
te pequeños, el lápiz se mueve según la tangente en b, que es hori- 
zontal, con lo que el peso no cae. A una posición más alta del pesa 


o a un mínimo del trabajo efectuado por el sistema, correspon= 


de entonces el equilibrio inestable. En cambio, se observa que a 
todo equilibrio no corresponde recíprocamente un máximo o míni- 
mo de trabajo efectuado. Si la punta se encuentra en f, punto de 
tangente de inflexión horizontal, un desplazamiento infinitamente 
pequeño tampoco hace descender el peso. . Existe equilibrio, sin em- 
bargo el trabajo efectuado no es ni máximo ni mínimo. En este 
caso el equilibrio se denomina mixto. Para algunos desplazamientos 
es estable, para otros inestable. No hay inconveniente en considerar 
el equilibrio mixto como perteneciente al inestable o lábil. Si el 
lápiz está en g, donde la curva recorre un segmento finito horizontal, 
también existe equilibrio. Un desplazamiento pequeño a partir de 
tal conformación no será continuado por sí mismo, ni por un despla- 
zamiento en sentido contrario, Tal equilibrio, que tampoco corres- 
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ponde a un máximo o mínimo, se llama indiferente. Si la curva des- 


crita por presenta un punto anguloso dirigido hacia arriba, se 
presenta un mínimo de trabajo realizado pero no hay equilibrio (ni 
1ábil). En cambio a un punto anguloso hacia abajo, corresponde un 
máximo y un equilibrio estable. En este caso de equilibrio la suma 
de los momentos virtuales no es cero, sino negativa. 


17. En nuestras consideraciones hemos supuesto que con el 
movimiento de un punto sobre una curva queda determinado el mo- 
vimiento de todos los demás puntos sobre las respectivas curvas. La 
variabilidad del sistema será mayor, si cada punto se desplaza sobre 
una superficie correspondiente, de tal manera que la posición de 
un punto sobre su superficie determine univocamente la posición 
de los puntos restantes sobre las superficies respectivas. En tal 


caso ya no debemos considerar más la curva descrita por , sino 
2 


Q 
debemos representarnos una superficie descrita por —, 
2 


Si, del mismo modo, cada punto se mueve en el espacio enton- 
ces ya no es posible hacer intuitivo, de una manera puramente geo- 


Q 
métrica, el movimiento del peso . Tal imposibilidad es aún 
2 
mayor cuando la posición de uno de los puntos del sistema no de- 
termina la de los restantes, caso en el que la movilidad del sistema 
ha aumentado. Pero en todos estos casos podemos utilizar la curva 


como un simbolo del proceso que se considera. En 


descrita por 


esos casos volveríamos a encontrar el teorema de Maupertuis. 
Hasta ahora hemos supuesto que las fuerzas que actúan en un 
sistema constante (invariable), son independientes de la posición de 
los puntos del sistema. Supongamos ahora que las fuerzas depen- 
den de la posición de los puntos del sistema (pero no del tiempo), 
entonces ya no se podrá operar con simples sistemas de poleas y 


Q 


2 


“será necesario imaginar aparatos en los que la fuerza que 


actúa varía con los desplazamientos; no obstante las consideraciones 
«anteriores subsisten. La altura del peso ea siempre mide el tra- 


«bajo realizado, que se mantiene el mismo para la misma configura- 
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ción del sistema y es independiente del camino realizado. Un dispo: 
sitivo en el cual un peso constante desarrollaría fuerzas variables 
con el desplazamiento, sería por ejemplo (Fig. 56) un torno simple 
de rueda no circular. Con todo no vale la pena en- 
trar en detalles de la demostración, cuya posibilidad 
se advierte de inmediato. 

18. Si se conoce la razón entre el trabajo reali- 
zado y la llamada fuerza viva de un sistema, que com- 
probaremos en la dinámica, se llega fácilmente al 
teorema comunicado por Courtivron en 1749 a la 
Academia de Paris: Al pasar por una configuración 

estable 
de equilibrio - , Para el cual el trabajo realiza- Fig 5%. 
inestable : 
máximo 


máxima 
do es 


7 —, también la fuerza viva del sistema móvil es + 
mínimo minima 

19. Un elipsoide homogéneo, pesado, y de tres ejes desiguales, 
que reposa sobre un plano, se presta muy bien para hacer intuitivos 
los diferentes tipos de equilibrio. Si el elipsoide reposa sobre un 
vértice del eje menor, el equilibrio es estable, pues todo desplaza- 
miento eleva el centro de gravedad. Si lo hace sobre uno del eje 
mayor, el equilibrio es entonces inestable y si reposa sobre el eje 
medio, el equilibrio es mixto. Una esfera homogénea o un cilindro 
circular homogéneo que reposan sobre 
un plano horizontal son ejemplos de 
equilibrio indiferente. En la Fig. 57 
están representadas las trayectorias 
del centro de gravedad de un cubo 

A B que gira sobre un plano horizontal 

Fig. 52. alrededor de una de sus aristas. La 

posición a del centro de gravedad co- 
rresponde al equilibrio estable, la posición b al inestable. 


20. Consideremos ahora un ejemplo, que a primera vista parece 
muy complicado, pero que se aclara de inmediato con el principio de 
los desplazamientos virtuales. Johann y Jakob Bernoulli, discu- 
tiendo sobre cuestiones matemáticas en una ocasión que paseaban 
por Basilea, se plantearon la cuestión acerca de la forma que podría 
adoptar una cadena fija en sus extremos y suspendida libremente. 
Llegaron rápida y fácilmente a la conclusión que la cadena adoptaría 
aquella forma de equilibrio para la cual el centro de gravedad se 
encuentra lo más bajo posible. En efecto, se comprende que el 
equilibrio subsiste cuando todos los eslabones hayan descendido lo 
más posible, cuando ninguno de ellos puede descender más sin pro- 
vocar que, debido a los vínculos, una masa correspondiente se eleve 
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a una altura igual o superior. Cuando el centro de gravedad ha des) 
cendido todo lo posible, cuando ha ocurrido todo lo que podía ocu” 
rrir, se mantiene el equilibrio estable. La parte física del problema: 


se ha completado. La deter- 
minación de la curva, tal que 
para una longitud dada en- 
tre los puntos A y B, ten- 
ga su centro de gravedad en 
el punto más bajo, no es aho- 
ra más que un problema ma- 
temático (Fig. 58). 

21. Resumiendo, “vemos 
que en el principio de los 
desplazamientos virtuales se 
reconoce simplemente un he- 
cho que nos era instintiva- 
mente familiar desde hacía 
tiempo, pero que no conce- 
bíamos ni clara, ni precisa- 
mente. El hecho es el si- 
guiente: los cuerpos pesados, 
por sí mismos, sólo se mue- 
ven hacia abajo. Si varios 
cuerpos están vinculados 
mutuamente, de manera que 
no pueden desplazarse inde- 
pendientemente unos de 
otros, sólo se moverán cuan- 
do la masa pesada total pue- 
da caer, o, como lo expresa 
con mayor precisión el prin- 
cipio adaptando completa- 
mente el pensamiento a los 
hechos, cuando se pueda rea- 
lizar un trabajo. Cuando, al 
ampliar el concepto de fuer- 
za, el principio se extiende 
también a fuerzas distintas 
a las fuerzas de la gravedad, 
el principio consiste nueva- 
mente en el reconocimiento 
del hecho que, por sí mis- 
mos, los procesos naturales 


que nos atañen no proceden sino en un sentido 
él sentido contrario. Así como los cuerpos pesados descienden, 
también, por sí mismas, las diferencias de temperatu 
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pueden aumentar, sino sólo disminuir, etc. Si tales fenómenos están 
vinculados entre sí, de modo tal que sólo pueden proceder, en senti- 
dos opuestos, entonces el principio, con una exactitud aún mayor de 
la que proporciona la concepción instintiva, comprueba que es el 
trabajo, el que determina y provoca la dirección del proceso. La 
ecuación de equilibrio del principio puede siempre llevarse a la 
expresión trivial: Nada ocurre cuando nada puede ocurrir, 

22. Es importante darse cuenta claramente que con este princi- 
pio, se trata simplemente de la comprobación de un hecho. Si se 
pierde esto de vista, se siente un vacío y se busca un fundamento, 
que no es posible encontrar. Jacobi en sus “Vorlesungen úber Dyna- 
mik” cita que Gauss habría dicho (verbalmente) que Lagrange no 
había demostrado sus ecuaciones del movimiento, sino que sólo 
las había expuesto históricamente. En el hecho, esta interpretación 
nos parece correcta también respecto del principio de los desplaza- 
mientos virtuales, 

La tarea de los primeros investigadores que establecen los fun- 
damentos de una ciencia, es muy diferente de aquella de sus suce- 
sores. Los primeros deben sólo buscar y comprobar los hechos más 
importantes y la historia nos enseña que para ello es necesario una 
mayor inteligencia de la que generalmente se cree. Una vez estable- 
cidos los hechos más importantes, pueden entonces ponerse de relie- 
ve lógica y deductivamente en la física matemática, puede ordenarse 
la ciencia, puede mostrarse que la admisión de un solo hecho, impli- 
ca la de una entera sucesión de otros que en el primero no aparecen 
tan visibles. Ambas tareas son importantes, pero no deben confun- 
dirse. No puede demostrarse matemáticamente que la naturaleza 
debe ser lo que ella es, pero puede demostrarse que las propiedades 
observadas codeterminan una sucesión de otras, que frecuentemente 
no son visibles directamente. 

Observemos finalmente que el principio de los desplazamientos 
virtuales como todo principio general, con la concepción que aporta, 
desilusiona y aclara al mismo tiempo. Desilusiona en cuanto sólo 
reconocemos en él, aunque en forma mejor determinada y más pre- 
cisa, hechos conocidos desde hace tiempo y descubiertos instintiva- 
mente. Aclara en cuanto nos permite discernir constantemente esos 
mismos hechos simples, a través de las relaciones más complicadas. 


5. Examen retrospectivo del desarrollo de la estática 


, 1. Después de haber pasado en revista cada uno de los princi- 
pios de la estática, estamos en condiciones de exponer un sucinto 
panorama de todo el desarrollo de esta ciencia. La estática, que 
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pertenece al más antiguo período de la mecánica, que comienza en 
la antigúedad griega y termina en la época del surgimiento de la 
mecánica moderna por obra de Galilei y sus contemporáneos más 
jóvenes, aclara especialmente el proceso de formación de la ciencia; 
En ella se presentan todas las intuiciones, todos los métodos en su 
forma más simple, en su infancía. Esos comienzos muestran clara» 
mente que su origen reside en las experiencias de los artesanos. La 
ciencia debe su origen a la necesidad de dar a esas experiencias unz 
forma comunicable, y de extenderlas más allá de los límites de los 
oficios y de las profesiones. Quien trate de reunir esas experiencias, 
con el fin de conservarlas por escrito, se encuentra frente a muchas 
experiencias distintas o consideradas como tales. Pero está en con- 
diciones de examinarlas con más frecuencia, en las disposiciones más 
variadas y con menos prejuicios, que el artesano limitado a su 
pequeño dominio. En su pensamiento y en sus escritos, los hechos 
y sus reglas se ponen en íntima relación de tiempo y de espacio, y 
ofrecen así la ocasión de poner en evidencia su afinidad, su cone- 
xión, y la gradual transformación de unos en otros. En el mismo 
sentido actúa el deseo de simplificar y abreviar la intercomunicación. 
Y es por ello que en virtud de tales fundamentos económicos, muchos 
hechos y sus reglas se reúnen y adoptan un enunciado único, 


2. Tal compilador tiene además la ocasión de observar nuevos 
aspectos de los hechos, que los observadores anteriores habían pasa- 
do por alto. Una regla adquirida a través de la observación de los 
hechos nunca puede abarcar el conjunto de los hechos en su infinita 
riqueza, en su inagotable complejidad; ella es, más bien, sólo un 
esbozo de los hechos, que pone de relieve el aspecto de los mismos, 
importante para el objetivo técnico (o científico) que se persigue. El 
aspecto de los hechos que ha de ser observado depende tanto de cir- 
cunstancias casuales, como de la voluntad del observador, Con todo, se 
encontrarán motivos para observar un nuevo aspecto de los hechos, 
que conduzca al establecimiento de nuevas reglas, equivalentes o su* 
periores a las antiguas. Así, por ejemplo, en el caso de la palanca se 
ha tenido en vista como circunstancias determinantes del equilibrio 
que proporcionan las reglas del equilibrio, primero los pesos y los 
brazos (Arquímedes), luego los pesos y las distancias normales del 
eje a la dirección de las tensiones, el momento estático (da Vinci, 
Ubaldo), juego los pesos y la magnitud de sus desplazamientos (Ga- 
lilei), y finalmente los pesos y las direcciones de las tensiones res- 
pecto del eje (Varignon). , 

3. Quien realiza de esta manera una nueva observación y esta- 
blece una nueva regla, no ignora comúnmente que puede equivo- 
carse, si trata de reconstruir una representación y un concepto del 
hecho, que le ofrezca fácilmente un sustituto, en aquellos casos en 
que el hecho en cuestión sea total o parcialmente inaccesible. En 
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efecto, las circunstancias que deben tomarse en cuenta vienen acom- 
pañadas por tantas circunstancias accesorias, que frecuentemente se 
hace dificil estimar y escoger cuales son las esenciales para el objeto 
que se persigue. Piénsese, por ejemplo, en el frotamiento y en la ri- 
gidez de las sogas en las máquinas que dificultan y perturban las 
verdaderas relaciones entre las circunstancias que se investigan. Es 
pues natural que quien descubre o comprueba una nueva regla, des- 
confíe de sí mismo y trate de encontrar una demostración de la 
regla cuya validez ha reconocido, Quien descubre o comprueba una 
regla no confía de inmediato en ella o confía sólo parcialmente. Así 
por ejemplo Arquímedes duda que los pesos actúen proporcional. 
mente a los brazos de palanca, pero fundamentalmente admite sin 
objeciones la influencia del brazo de palanca. Daniel Bernoulli no 
pone fundamentalmente en duda la influencia de la dirección de 
la fuerza, pero sí la índole de esa influencia, etc. En el hecho es 
mucho más fácil observar que una circunstancia tiene fundamental- 
mente influencia en un caso dado, que determinar cuál es esa in- 
fluencia. En esta última investigación el error es más factible. Por 
lo tanto el comportamiento del investigador es completamente riatu- 
ral y justificado. 

La demostración de la exactitud de una nueva regla se realiza 
cuando esa regla, aplicada reiteradamente, comparada con la expe- 
riencia y bajo las circunstancias más variadas, se comprueba, Este 
procesa se completa, por sí mismo, con el transcurrir del tiempo. 
Pero quien ha descubierto la regla desea llegar a su objeto más 
rápidamente. Compara las consecuencias de su regla con todas las 
experiencias que le son familiares, con todas las reglas anteriores, 
ya muchas veces probadas, y observa si no se presenta ninguna con- 
tradicción. Naturalmente, concede la mayor autoridad a las expe- 
riencias más antiguas y familiares y a las reglas probadas con mayor 
frecuencia. Entre las experiencias, son nuevamente las instintivas, 
aquellas que surgen sin participación personal de ninguna especie 
Y que se imponen al hombre solamente por la fuerza y por la acu- 
mulación de los hechos, las que ocupan un lugar especial, circuns- 
tancia plenamente justificada, puesto que se trata precisamente de 
£liminar la tendencia subjetiva y el error personal. 

¿¿- De esta manera Arquímedes demuestra su ley de la palanca, 
Stevin su ley del peso inclinado, Daniel Bernoulli el paralelogramo 
de-las fuerzas, Lagrange el principio de los desplazamiento virtuales. 
Sólo Galilei, en este último principio, ve claramente que su nueva 
observación y su nueva consideración son equivalentes a cualquiera 
de las antiguas, que ellas nacen de la misma fuente experimental. 
Ni intenta demostración alguna. En su demostración, Arquímedes 
aplica nociones sobre el centro de gravedad que ya habia obtenido . 
con ayuda del mismo teorema de la palanca, pero que, por otra parte, 
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como viejas experiencias, le eran probablemente tan familiares, que 
no abrigaba duda alguna sobre ellas, y quizá tampoco advirtió su 
uso en la demostración. En los lugares respectivos hemos ya tratado 
detalladamente acerca de los elementos instintivos en las considera- 
ciones de Arquímedes y de Stevin, 

4. Por lo general, cuando ocurre un nuevo descubrimiento se 
ponen en juego todos los medios que pueden servir para probar una 
regla nueva. Pero sí transcurrido un cierto tiempo la regla ha sido 
comprobada directamente con una suficiente frecuencia, es confor- 
me a la ciencia reconocer que otra demostración se ha tornado total- 
mente inútil, pues no tiene sentido alguno tener por más segura una 
regla que se apoya sobre otras obtenidas por el mismo camino de la 
observación (aunque algo antes), ya que una observación cuidadosa 
y comprobada vale tanto como otra. Hoy podemos considerar el 
principio de la palanca, el momento estático, el principio del plano 
inclinado, el principio de los desplazamientos virtuales, el paralelo- 
gramo de las fuerzas como adquiridos por observaciones equivalentes. 
En la actualidad, ya no tiene importancia que algunos de esos ha- 
llazgos hayan sido hechos directamente, otros lo hayan sido por ro- 
deos y hasta ocasionalmente a través de otras observaciones. Corres- 
ponde mejor a la economía del pensamiento y a la estética de la 
ciencia, reconocer que un principio, por ejemplo el del momento es- 
tático, es la clave para la comprensión de todos los hechos de un 
mismo dominio, y ver cómo intelectualmente él los penetra a todos, 
qué vernos en la necesidad de dar de antemano una demostración 
defectuosa y remendada, oscura, eligiendo como fundamento propo- 
siciones contenidas en el mismo principio, y que sólo por azar nos 
eran familiares con anterioridad. Tanto la ciencia como el indivi- 
duo (en un estudio histórico) pueden recorrer este proceso una vez. 
Pero ambos deben luego colocarse en un punto de vista más amplio. 

5. De hecho, esta manía de demostrar conduce, en la ciencia, 
a un rigor falso y a un rigor al revés. Algunas proposiciones se repu- 
tan más seguras y se consideran como la base necesaria e inconmo- 
vible de otras, cuando sólo presentan el mismo grado, cuando no 
menor, de seguridad. Con esto no se logra precisamente el grado 
de certeza que la ciencia rigurosa exige. Ejemplos de falso rigor se 
encuentran en casi todo tratado. Las demostraciones de Arquímedes, 
prescindiendo de su valor histórico, padecen de este falso rigor. Pero 
el ejemplo más notable lo ofrece Daniel Bernoulli con su demostra- 
ción del paralelogramo de las fuerzas (Comment. Acad. Petrop., 
T. 1). 

. Como ya dijimos, los conocimientos instintivos gozan de una 
confianza muy particular. Ignorando cómo los hemos adquirido, me. 
podemos criticar el proceso de su adquisición. En nada hemos con- 
tribuído a su formación. Se ofrecen ante nosotros, con un poder que 
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jamás presentan los resultados de una experiencia voluntaria, refle- 
xiva, en la que sentimos permanentemente nuestra intervención. “Se 
presentan como algo ajeno, libre de subjetividad, que no obstante 
están empero a nuestra disposición y más próximos que los hechos 
naturales aislados. 

Todo esto, condujo a veces a considerar los conocimientos de este 
orden como de un origen totalmente distinto y tratarlos hasta como 
a priori (anteriores a toda experiencia). Que tal opinión sea insoste- 
nible lo hemos explicado detalladamente al discutir los trabajos de 
Stevin, Pero, cualquiera sea su importancia en el proceso histórico, 
la autoridad de tales conocimientos instintivos debe finalmente dar 
paso a principios clara y deliberadamente observados. Los conoci- 
mientos instintivos son también conocimientos experimentales y, 
como ya dijimos, pueden mostrarse totalmente insuficientes e impo- 
tentes, en presencia de una nueva categoría de fenómenos. 


7. La verdadera vinculación existente entre los diferentes prin-: 
cipios es histórica, Unos avanzan en una cierta dirección, otros pro- 
gresan en otra. El hecho de que un principio, como el de los despla- 
zamientos virtuales, domine a un mayor número de casos particula- 
res que los demás principios, no nos autoriza a suponer que tal supe- 
rioridad se mantenga y que aquel principio no sea superado por uno 
nuevo. Todos los principios destacan más o menos arbitrariamente 
Ora este, ora aquel aspecto de los mismos hechos, y todos contienen 
un esbozo de regla para la representación mental de los hechos. 
Nadie puede afirmar que este proceso está totalmente logrado y 
cerrado. Quien tenga esta concepción, no impedirá por ello el progre- 
so de la ciencia. 

8. Finalmente, ocupémonos de la noción de fuerza en estática. 
La fuerza es una circunstancia, cuya consecuencia es el movimiento. 
Muchas circunstancias de esta especie, cada una de las cuales condi- 
ciona individualmente un movimiento, pueden, reunidas, no produ- 
cir ningún movimiento, Precisamente la estática investiga la necesa-: 
ria dependencia existente entre esas circunstancias, para que tal 
cosa ocurra. Pero la estática no se preocupa de la índole especial del 
movimiento condicionado a una fuerza. Las circunstancias que deter- 
minan movimientos y que nos son mejor conocidas son nuestros 
propios actos voluntarios, nuestro sistema nervioso. En los movi- 
mientos provocados por nosotros mismos, así como en aquellos a que 
nos obligan las circunstancias exteriores, siempre percibimos una 
cierta presión, De ahí la costumbre de representar toda cireunstan- 
cia que determina movimientos, como algo análogo a un acto de 
voluntad o como una presión. En vano se ha tratado de desechar tal 
representación como subjetiva, animística, anticientífica. Pues a na- 
da puede conducir violentar una manera natural de pensar obligán- 
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donos voluntariamente a un estado de indigencia intelectual, Agre- 
guemos que también en los fundamentos de la dinámica interviene 
esta concepción de la fuerza. 

En muchos casos podemos sustituir las circunstancias que deter- 
minan movimientos que se presentan en la naturaleza, por nuestras 
inervaciones, con lo que adquirimos la representación de una grada- 
ción en la intensidad de las fuerzas. Pero en la apreciación de esas 
intensidades sólo podemos valernos de nuestra memoria y, además, 
no podemos trasmitir nuestras sensaciones. Pero como es también 
posible representar cada circunstancia que determina movimientos 
por un peso, se llega a la idea que todas las circunstancias que deter- 
minan movimientos (fuerzas) son de igual especie y pueden ser 
sustituídas y medidas por cantidades de peso. El peso medible, como 
el índice más seguro, cómodo y trasmisible nos rinde en la consecu- 
ción de los procesos mecánicos, el mismo servicio que, en la consecu- 
ción de los procesos térmicos, nes proporciona el termómetro, al indi- 
carnos de manera exacta nuestras sensaciones térmicas. Como ya lo 
advertimos, la estática no puede desentenderse en absoluto de los fe- 
nómenos de movimiento. Esto se muestra en particular en la determi- 
nación de la dirección de una fuerza, mediante la determinación del 
movimiento que ella produciría si actuara por sí sola. Como punto de 
aplicación podemos designar aquel punto del cuerpo, cuyo rmovimien- 
to estaría determinado por la fuerza si se le desvinculara de las 
restantes partes del cuerpo. 

La fuerza es, pues, una circunstancia que determina movimien- 
tos y cuyos atributos pueden darse de la siguiente manera. La direc- 
ción de la fuerza es la dirección del movimiento determinado por 
la fuerza si ésta actuara sola. El punto de aplicación es aquel punto 
cuyo movimiento está determinado también independientermente de 
sus vínculos. La intensidad de la fuerza es el peso que, actuando 
en la dirección determinada (mediante un cordel) y aplicado en el 
punto dado, determina el mismo movimiento o mantiene el mismo 
equilibrio. Las otras circunstancias que modifican la determinación 
de un movimiento, pero que por sí solas no lo pueden determinar, 
como los desplazamientos virtuales, los brazos de palanca, etc., pue- 
den designarse circunstancias accesorias determinantes del movimien- 
to o del equilibrio. 

- 9. El conocimiento del desarrollo de una ciencia alude al estu- 
dio de los documentos en su génesis histórica y en su conexión. Para: 
los tiempos antiguos carecemos naturalmente de muchas fuentes, 
mientras de otras sus autores son desconocidos o dudosos. En los 
siglos siguientes, en especial antes de la invención de la imprenta, 
predominó la mala costumbre por la cual el autor frecuentemente 
citaba a sus predecesores conocidos cuyos trabajos utilizaba, por lo 
común sólo en aquellos pasajes sobre los cuales opinaba que debía 


74 ERNST MACH 


contradecir al antecesor. Estas circunstancias dificultan mucho a 
tales estudios y plantean las mayores exigencias a la crítica. 

P. Duhem en su libro “Les origines de la statique”, París, 1905, 
T. L, expresa el pensamiento, ya emitido también por E. Wohlwil, 
que la cultura científica moderna está más íntimamente conexa con 
la antigua de lo que ordinariamente se cree. Las concepciones cien- 
tíficas del renacimiento surgen, paso a paso y a través de un desarro- 
llo gradual y muy lento, de aquellas de la antigiedad griega, en 
especial de las escuelas peripatéticas y alejandrinas. Desde ya quiero 
advertir que el libro de Duhem ofrece, condensados en un breve espa- 
cio, una cantidad de detalles interesantes, instructivos y esclarecedo- 
res, cuyo conocimiento sólo puede lograrse con un fatigoso estudio 
de escritos y manuscritos antiguos. Esto sólo, de por sí, hace su lec- 
tura notable y fecunda. En especial Duhem atribuye a Jordanus de 
Nemore, un escritor del siglo XIII, promotor y divulgador del pen- 
samiento antiguo, así como a un elaborador posterior del “Liber 
Jordanis de ratione ponderis” que él llama “precursor de Leonardo 
da Vinci”, una gran influencia sobre Leonardo, Cardano y Benedetti. 
Las correcciones más importantes al “Jordani opusculum de ponde- 
rositate” que Tartaglia da por propias y que además aplica en sus 
“Quesiti et inventioni diverse”, sin citar a Jordanus o a su elabo- 
rador posterior, aparecen precisamente en un manuscrito “Liber 
Jordani de ratione ponderis” que Duhem ha encontrado en la Bi- 
blioteca Nacional de París, fond latin N* 7378 A. Esto lo llevó a 
la suposición del anónimo “precursor”. También los manuscritos de 
Leonardo, insuficientemente conservados y protegidos de utilizacio- 
nes incompetentes, y no obstante su tardía publicación, ejercieron 
influencia, según Duhem, sobre Cardano y Benedetti. Estos autores 
citados ejercieron su influencia en Italia en primer lugar sobre Ga- 
lilei, en Holanda sobre Stevin y por ambos caminos actuaron en 
Francia, donde encontraron terreno fértil en Roberval y Descartes. 
De acuerdo a esto jamás se habría interrumpido la continuidad entre 
la estática antigua y la moderna. 

Consideremos ahora algunos detalles. El autor de los “Proble- 
mas mecánicos” mencionado en la pág. 20 observa respecto de la 
palanca que en el equilibrio las cargas se comportan inversamente 
a los brazos de palanca o inversamente a los arcos descritos, en 
el mismo movimiento, por los extremos de los brazos 1. Con una 


1 Según la opinión de E. Wohlwill puede darse por válido que los 
“Problemas mecánicos” no provienen de Aristóteles. Véase Zeller, 3% 
edic., Parte IL, Sección 2, pág. 90. Nota. Pero sería menester una inves- 
tigación fundamental para saber si no se. trata del viejo texto de la 
mecánica de Herón, cuya traducción árabe ha sido nuevamente encon- 
trada y publicada en 1893. Véase Heros Werke, herausgegeben von L, 
Nix und W. Schmidt (Leipzig, 1900), Tomo IL 
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interpretación muy liberal puede concebirse esta observación como 
una expresión incompleta del principio de los desplazamientos vir- 
tuales,. En Jordanus de Nemore, Duhem, L c., págs. 121, 122, se 
caracteriza, empero, el equilibrio de la palanca por el hecho que 
en el equilibrio las cargas son inversamente proporcionales a los 
ascensos o descensos respectivos, con lo que están indicadas las con- 
diciones determinantes esenciales. Jordanus sabe también que una 
carga no actúa siempre de la misma manera e introduce, aunque 
sólo cualitativamente, el concepto de gravitas secundum situs. “Se- 
cundum situs gravius, quando in eodem situ minus obliquus est des- 
census” (L e., pág. 118). El “precursor” de Leonardo mejora y com- 
pleta el enunciado de Jordanus, Reconoce que el equilibrio de una 
palanca angular, cuyo eje está sobre la carga, es estable, mediante 
la observación de los posibles ascensos y descensos. (1. c., pág. 142). 
Sabe también que una palanca semejante se orienta de manera que 
las cargas son proporcionales a las distancias de las verticales que 
pasan por el eje (1. c., págs. 142, 143), llegando entonces en esencia 
al uso del concepto de momento. La “gravitas secundum situm”, 
entonces logra aquí una forma ya cuantitativa y es aplicada en forma 
brillante para la resolución del problema del plano inclinado (1. e., 
pág. 145). Si dos cargas descansan sobre dos planos inclinados de 
distinta longitud, pero de igual altura, y están vinculadas entre sí 
por un cordel y una polea de tal modo que cuando una se eleva 
la otra desciende, en €l caso de equilibrio las cargas se comportan 
inversamente a las longitudes de los desplazamientos verticales, vale 
decir directamente a las longitudes de los planos inclinados. Con 
esto, el “precursor” ya anticipa los elementos esenciales de la está- 
tica moderna. 

El estudio de los manuscritos de Leonardo, sólo parcialmente 
publicados, proporciona la más rica cosecha. La comparación de sus 
distintas notas ocasionales muestra claramente su conocimiento del 
principio de los desplazamientos virtuales, o mejor dicho, del concep- 
to de trabajo, aun cuando no lo denomine de una manera especial. 
“Si en un cierto tiempo una fuerza desplaza (¿levanta?) a un cuer- 
po (¿una carga?) de un espacio determinado, la misma fuerza en el 
mismo tiempo puede desplazar (¿levantar?) la mitad del cuerpo 
(¿de la carga?) de un espacio doble”. Este enunciado es aplicado 
a máquinas, palanca, sistema de poleas, etc., con lo que se determina 
con mayor precisión el sentido algo dudoso de las palabras anteriores. 
Si se tiene una determinada cantidad de agua que puede caer desde 
una cierta altura, (según Leonardo) con ella se puede hacer funcio- 
nar una o dos muclas iguales, pero en el segundo caso sólo se puede 
disponer tanto como en el primero. El genial atisbo de la “palanca 
potencial” permite a Leonardo lograr todas aquellas aplicaciones 
que más tarde se fundarán sobre el concepto de “momento”. Sus. 
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dibujos permiten sospechar que las consideraciones sobre la polea y 
el torno simple le indicaron el camino que lo llevó a su concepción 
(véase pág. 30). Las construcciones de Leonardo que se refieren a 
aparejos, se fundan evidentemente en la idea de la palanca potencial. 
Menos feliz fué Leonardo en el tratamiento del problema del plano: 
inclinado. Al lado de dibujos que revelan una exacta concepción, 
se encuentran numerosas Construcciones erróneas. Debemos con to-: 
do concebir las descripciones de Leonardo como apuntes diarios que 
fijan ideas y puntos de vista distintos, puntos de partida de investi-- 
gaciones, sin la pretensión de que tales investigaciones se realicen 
de acuerdo a un principio unitario, Pero si Leonardo no superó pro-' 
blemas, ya resueltos completamente desde el siglo XII, debe recono- 
cerse con Duhem que no es suficiente que se logre y se haga conocer 
una idea, sino que frecuentemente son necesarios años y siglos, para. 
que en general sea reconocida y comprendida (Duhem, l. c., 
pág. 182). 

La idea de la imposibilidad del perpetuum mobile ya se encuen- 
tra desarrollada en Leonardo con toda claridad. Sus consideraciones: 
sobre las muelas, ya mencionadas, lo dejan entrever. “Ningún im- 
pulso inanimado puede presionar o tirar a un cuerpo sin acompañar 
al cuerpo móvil, tales impulsos no pueden ser sino fuerzas o la gra- 
vedad. Cuando la gravedad presiona o tira, el movimiento se efectúa 
sólo en cuanto tiende (en su finalidad) al reposo; ningún cuerpo por 
su movimiento de caída puede volver a la altura primitiva; su movi- 
miento tiene término”. (1 c., pág. 53). “La fuerza es una potencia 
inmaterial invisible que se manifiesta en los cuerpos mediante el 
movimiento, (aquí debe seguramente pensarse en lo que hoy se llama 
fuerza viva), cuanto mayor es, más rápidamente se consume” (1, e., 
pág. 54). Cardano sostiene una concepción semejante, en la que 
puede sospecharse la influencia de Leonardo, si se tienen motivos pa- 
ra negar al primero originalidad (1. c., págs. 40, 57, 58). También el 
pensamiento de Aristóteles, de ser el movimiento circular de los 
cielos el único eterno, reaparece en Cardano. Duhem no considera a 
Cardano como un mero plagiario. Es cierto que ha utilizado tácita- 
mente los trabajos de sus antecesores, en especial los de Leonardo, 
pero les ha dado una conexión mejor poniéndolos a la altura del 
siglo XVI (1. c., págs., 42, 43). Cardano no logra vencer al problema 
del plano inclinado; él cree que el peso del cuerpo sobre el peso incli-" 
nado se relaciona al peso total, como el ángulo de elevación del 
Plano al ángulo recto. Benedetti se opone a todos los predecesores y 
su acción es especialmente oportuna en la crítica a la teoría dinámica. 
de Aristóteles. Pero, por otra parte, muchas veces Benedetti comba- 
te también opiniones correctas. En sus escritos vuelven a encontrarse 
pensamientos de Leonardo, y también errores de este último, 
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Si los descubrimientos, de los que hemos hablado hasta ahora, 
se suponen suficientemente conocidos y accesibles a sus sucesores, 
sin duda queda a éstos muy poco que producir en la estática, en espe- 
cial a Stevin y Galilei, La solución de Stevin del plano inclinado (ver 
pág. 312 y sig.) es, sin duda, totalmente original, pero sus resultados 
y las consideraciones de Galilei, que este último vincula con los 
estudios de Cardano, ya eran conocidos por el “precursor” de Leo- 
nardo. Stevin de las consideraciones sobre el plano inclinado, llega 
hasta a la composición y descomposición de componentes ortogonales, 
según el principio del paralelogramo, considera también a este prin- 
cipio como válido en general, aunque no puede demostrarlo. Esta 
última laguna está salvada por Roberval. Imagina una carga R que 
se mantiene en equilibrio por dos contrapesos P y Q sostenidos por 
cordeles de direcciones cualesquiera y tendidos a través de poleas. 
Si ahora, aplicando el principio de Leonardo de la palanca potencial, 
se concibe un cordel como una barra que gira alrededor de la polea 
y se procede igualmente respecto del otro cordel, se encuentran las 
relaciones entre R, y P y Q, y todos los teoremas válidos para el 
triángulo de las fuerzas o paralelogramo de las fuerzas (L c., espe- 
cialmente pág. 319). Descartes encuentra en el principio de los 
desplazamientos virtuales el fundamento para la comprensión de 
todas las máquinas. Considera al trabajo, producto del peso por la 
altura de caída (con su denominación “force”) como el motivo de- 
terminante, la causa originaria del comportamiento de las máquinas, 
el por qué y no sólo el cómo de lo que acaece. Esto no depende de 
la velocidad sino de los descensos y ascensos. “Es entonces lo mismo 
elevar 100 libras de 2 pies que 200 libras de un pie” (L c., pág. 328 
y comparar con el enunciado de Pascal, pág. 53). Descartes no reco- 
noce la evidente influencia de todos sus predecesores, desde Jordanus 
hasta Roberval, sobre sus pensamientos, pero con todo sus considera- 
ciones señalan progresos notables y destaca en ellas los puntos esen- 
ciales (1. e., págs. 327 - 352). 

Respecto de los detalles remito al magnífico libro de Duhem. 
Sólo quisiera aquí expresar mi opinión, algo distinta, respecto de las 
relaciones entre la ciencia física antigua y moderna. De una doble 
“manera crece esta ciencia. En primer lugar: fijando mentalmente 
“los hechos y los procesos observados, y tratando de reconstruirlos 
con el pensamiento mediante representaciones que los reproduzcan. 
Pero, al sucederse las observaciones, estos intentos de construcción 
“que contemporánea o sucesivamente se presentan, muestran ciertas 
fallas que alteran la coincidencia de los mismos con los 'hechos 0 
entre sí, Se torna entonces indispensable la corrección efectiva y la 
conexión lógica de estas construcciones; tal es el segundo proceso 
constructivo de la ciencia. Si cada uno tuviera que Fl eferirse sola” 
“mente a sí mismo y debiera recomenzar todo, solo con sus observa- 
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ciones y pensamientos, no podría avanzarse mucho. Esto es válido 
tanto para el hombre aislado como para el pueblo aislado. Jamás 
podremos estimar suficientemente la herencia que nuestros inmedia- 
tos predecesores culturales, los científicos, astrónomos y matemáti- 
cos griegos, nos han legado. En posesión de una imagen del mundo, 
aunque insuficiente, y especialmente armados con las enseñanzas 
lógico-críticas de los matemáticos griegos, hemos procedido en la 
investigación en condiciones ya más favorables. Tal posesión nos 
ha facilitado la prosecución de la tarea. Pero no debe ser considera- 
da sólo la herencia científica, sino también la cultura material, en 
nuestro caso especial las máquinas y dispositivos recibidos, así como 
la tradición respecto del uso de los mismos. Con tal herencia mate- 
rial podemos fácilmente cumplir o repetir y ampliar las observa- 
ciones mismas que condujeron a los antiguos investigadores a sus des- 
cubrimientos científicos y recién entonces llegar realmente a com» 
prenderlos. Me parece en verdad que esta herencia material, que 
renovadamente excita a la actividad individual, se subestima frente 
a la literaria, ¿No es admisible entonces que las magras considera- 
ciones del autor de los “Problemas mecánicos” sobre la palanca y 
hasta las mucho más exactas de los matemáticos alejandrinos, excita- 
ran cada vez más a los hombres que observaban y se ocupaban de 
las máquinas, aun cuando ellos no dejaron nada escrito? ¿No puede 
decirse lo mismo respecto del conocimiento de la imposibilidad del 
perpetuum mobile, que ha de presentarse a quien quiera no bus- 
que en la mecánica milagros fantásticos a la manera de los alqui- 
mistas, sino que se ocupe prácticamente con las máquinas a la manera 
de un prudente investigador? Aunque tales descubrimientos se tras- 
mitan al sucesor, éste debe con todo adquirirlos por sí mismo. Su 
única ventaja consiste en una especie de impulso que le permite 
recorrer más rápidamente el mismo camino, y mediante el cual 
puede superar a sus antecesores. Un conocimiento incompleto, for- 
mulado en palabras, constituye un apoyo relativamente sólido para 
el pensamiento flúido. Este pensamiento parte de aquel conocimien- 
to en la investigación de los hechos y a él vuelve cada vez para las 
comparaciones críticas. Que ahora tal apoyo a través de nuevas ex- 
periencias se fije más sólidamente, o que poco a poco lo desplacen 
o que, finalmente, hasta lo derrumbe, ello no nos puede reportar 
sino ventajas. Pero si el predecesor es visto como una gran autori- 
dad, él actúa subjetivamente y hasta sus propios errores son estima- 
dos como profundas reflexiones, con lo que sólo se logra inutilizar 
la acción de los sucesores. Parece que, según algunos estudios de 
E. Wohlwill y P. Duhem, el mismo Galilei, hasta edad muy avanza- 
da, se viera a veces impedido, por la carga de la herencia peripaté- 
tica, a percibir sin trabas sus propias luces más poderosas. En la 
estimación de la importancia de un investigador, debe atenderse tan- 
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to al nuevo uso que él hace de las viejas concepciones, como la 
oposición que entre los contemporáneos y sucesores encuentra la 
validez de sus propias concepciones. Desde este punto de vista me 
parece que Duhem, en su veneración por Aristóteles, ha ido quizá 
dmasiado lejos. En Aristóteles, por ejemplo, (De coelo, L. II, C. 2) 
entre expresiones oscuras y poco edificantes, se encuentra: “Cual- 
quiera sea la fuerza motriz, el menor y más liviano recibirán més 
movimiento de la misma fuerza... La velocidad del cuerpo menos 
pesado es a la del más pesado, como el cuerpo más pesado €s al más 
liviano”. Si se prescinde del hecho de que no puede atribuirse a 
Aristóteles una clara distinción entre espacio, velocidad y acelera- 
ción, se puede reconocer en esta expresión una experiencia primitiva 
exacta, que en definitiva ha conducido al concepto de masa. Pero ya 
por el total contenido del Cap. 2, no es posible pensar en referir estas 
frases al levantamiento de pesas mediante máquinas, en combinarlas 
con las expresiones de Aristóteles sobre la palanca y ver entonces 
en ellas el germen del concepto de trabajo (Duhem, 1. e., págs. 6, 7; 
véase Vailati, Bolletino di bibliografia e storia delle scienze mate- 
matiche, 1906, Febbraio e Marzo, pég. 3). Duhem reprocha además 
a Stevin su antipatía hacia los peripatéticos. Pero me parece que 
Stevin tiene razón cuando se declara contrario a los “maravillosos” 
círculos de Aristóteles, que en el caso del equilibrio ya ni son des- 
critos. Esto es tan justificado como la protesta de Gilbert y de Galilei 
en contra de la suposición de la acción de un mero punto o lugar 
(ver más adelante, pág. 162). Recién en concepciones más maduras, 
cuando el trabajo se reconoce como la causa determinante de la velo- 
cidad, adquiere la deducción dinámica del equilibrio las ventajas de 
la mayor racionalidad y generalización. Antes de eso, nada puede 
objetarse a las geniales deducciones de Stevin realizadas según el 
modelo de Arquímedes y sobre fundamentos experimentales ins- 
tintivos. 


6. Los principios de la estática en su aplicación 
a los líquidos 


1. La consideración de los líquidos no ha proporcionado a la 
estática muchos puntos de vista esencialmente nuevos, no obstante 
lo cual ha permitido numerosas aplicaciones y comprobaciones de los 
principios ya conocidos, mientras que a través de las correspondien- 
tes investigaciones se ha enriquecido mucho la experimentación fi- 
sica. De ahí que dediquemos algunas páginas a este tema, . 

2. También en el dominio de la estática de los líquidos fué Ar- 
-químedes quien echó los cimientos. Se le debe el conocido teorema 
sobre el empuje (o pérdida de peso) en los cuerpos sumergidos en los 
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líquidos, respecto de cuyo descubrimiento Vitruvio, “De architectu- 
ra”, Lib. 2, narra lo siguiente: 

“Entre todos los múltiples descubrimientos, admirables y varia- 
dos, y también extremadamente ingeniosos de Arquímedes sólo quie- 
ro referir uno que fué obtenido de una manera sumamente sutil. 
En circunstancias de que Herón, elevado a la majestad real por el 
feliz éxito de sus empresas, quiso consagrar en un cierto templo 
una Corona de oro que las celebrara, convino el importe del trabajo 
con un contratista, a quien entregó también el oro necesario. A 
su tiempo el contratista entregó el trabajo propuesto a entera satis- 
facción del rey, pareciendo que el peso de la corona correspondía 
exactamente al oro entregado. 

Pero más tarde, ante cierta sospecha que se había substraído 
oro sustituyéndolo por igual cantidad de plata, Herón, indignado por 
haber sido engañado y no encontrando manera de comprobar tal sus- 
tracción, comisionó a Arquímedes que se ocupara del asunto. Ocupa- 
do éste en tal tarea, y estando por casualidad en un baño, advirtió 
que mientras se sumergía en la bañera, el agua desbordaba de la 
bañera en la misma cantidad en que su cuerpo se hundía más y más 
en ella. En cuanto llegó a la causa de este fenómeno, sin detenerse 
saltó alegremente de la bañera y corriendo desnudo hacia su casa, 
indicaba con grandes voces que había encontrado lo que buscaba. 
Pues por el camino iba gritando en griego: Even»a, Evenxa (¡he en- 
contrado!)”. 

3. La observación que condujo Arquímedes a su teorema es 
entonces, que un cuerpo que se sumerge en el agua debe elevar 
una cantidad de agua correspondiente, exactamente como si el cuerpo 
estuviera en uno de los platillos de una balanza y el agua en el 
otro. Esta concepción, que es todavía hoy la más natural y directa, 
se encuentra en el escrito de Arquímedes “Sobre los cuerpos flotan- 
tes”, que desgraciadamente no se conserva íntegramente y que fue- 
ra restituído parcialmente por F, Comandinus. 

La hipótesis de la cual parte Arquímedes dice: “Se supone como 
propiedad esencial de un líquido que si sus partes se disponen uni- 
forme y continuamente, las partes menos comprimidas son empuja- 
das hacia arriba por las partes más comprimidas. Pero toda porción 
del mismo es comprimida por el líquido que se encuentra sobre ella 
perpendicularmente, cuando éste tiende a caer o es comprimido por 
otras porciones”. 

En resumen Arquímedes imagina toda la esfera terrestre como 
flúida y la descompone en pirámides cuyos vértices están en el cen- 
tro. En el equilibrio todas esas pirámides deben tener igual peso 
y las porciones igualmente situadas de las mismas deben soportar 
igual presión. Si se sumerge en una de las pirámides (Fig. 59) un 
cuerpo A de igual peso específico que el agua, el cuerpo se hunde 
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totalmente y en el equilibrio reemplaza a la presión del agua desplo- 
jada por su propia presión, El cuerpo b, de menor peso específico 
que el agua, sin alterar el equilibrio sólo puede hundirse hasta que 
el peso del cuerpo haga sufrir al agua subyacente la misma presión 
que sufriría si, suprimido el cuerpo, se 
sustituyera su parte sumergida por agua. 
El cuerpo €, de mayor pezo especifico, se 
bundirá tan profundamente como le sea 
posible. Que este cuerpo en el agua dis- 
minuye del peso del agua Cdesalojada, se 
comprueba si se le imarina unida con 
otro de menor peso específico, de tal ma- 
nera que formen un cuerpo del peso es- 
pecífico del agua, que precisamente, £ 
sumerge totalmente. 

4. Cuando, en el siglo XVI, se volvió al estudio de las obras 
de Arquímedes, sus teoremas apenas fueron comprendidos, Era en- 
tonces imposible la total comprensión de sus deducciones. 

Stevin, siguiendo un camino propio, redezcubrió los más impor- 
tantes teoremas de hidrostática y sus consecuencias. Stevin funda 
sus fecundas deducciones sobre dos ideas básicas. La primera idea 
es enteramente análoga a la correspondiente a la cadena cerrada. 
La segunda consiste en la hipótesis de que pueden solidificarse lí- 
quidos en el equilibrio, sin alterar el equilibrio, 

Stevin plantea ante todo el principio: Una 
cantidad cualquiera de ¿gua A (Fig. 60) sumer- 
gida en el agua, se mantiene siempre en equíili- 
brio. Pues si el agua circundante no mantuviera 
a A en equilibrio, y ésta en cambio se hundiera, 
deberíamos suponer que el agua que vendría 
a ocupar el lugar de A igualmente se hundiría. 
: Pero tal suposición conduce a un movimiento 

Fig. 00. continuo, a un perpetuum mobile que contra- 
dice a nuestra experiencia y a nuestros conoci. 
mientos instintivos, 

Por tanto, el agua sumergida en el agua pierde todo su peso. 
Imaginemos ahora que se solidifique la superficie de este agua su- 
mergida, este vaso superficial (vas superficiarum), como Stevin se 
expresa, estará sometido a las mismes condiciones de presión, Este 
vaso superficial vacío sufrirá en el líquido un empuje igual al del 
peso del agua desalojada. Si se llena el vaso superficial con un cuer- 
Po de peso especifico cualquiera, reconoceremos que un cuerpo su- 
mergido disminuye su peso de un peso igual al del agua desalojada. 

En un vaso paralelepípedo rectángulo de paredes verticales, 
lleno de líquido, sa encuentra que la presión sobre el fondo horizon- 
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tal es igual al peso del líquido. Esta presión es también la misma 
para todas las porciones del fondo de igual superficie. Imagina en- 
tonces Stevin sustituidas porciones cualesquiera de líquido por cuer- 
pos sólidos sumergidos de igual peso específico, o, lo que es lo mismo, 
imagina ciertas porciones del líquido solidificadas, lo que no altera 
las relaciones de la presión. Se advierte entonces fácilmente la inde- 
pendencia entre la forma del vaso y la presión sobre el fondo, la 
ley de las presiones en los vasos comunicantes, etc. 

5. Galilei trató el equilibrio de los líquidos en los vasos comu- 
nicantes y cuestiones conexas, con ayuda del principio de los despla- 
zamientos virtuales. Si NN (Fig. 61) es 
el nivel común a que se encuentra el 
líquido en equilibrio en dos vasos comu- 
nicantes, Galilei explica el equilibrio por 
el hecho que en toda perturbación los 
desplazamientos de las columnas se com- 
portan inversamente a las secciones y pe- 
sos de las columnas, lo mismo que en el 
equilibrio de las máquinas. .. Pero esto no 
es totalmente correcto. El caso no corres- 
ponde a los casos de equilibrio estudiados por Galilei en las máqui- 
nas, que ofrecen un equilibrio indiferente. Precisamente, en los 
líquidos en vasos comunicantes, toda alteración del nivel común del 
líquido produce una elevación del centro de gravedad. En el caso 
de la Fig. 61 el centro de gravedad S del liquido que ocupaba el 
espacio rayado en A se ha elevado a $”, rmientras el resto del líquido 
puede considerarse inmóvil. Por tanto, en el caso de equilibrio el 
centro de gravedad ocupa la posición más baja. 

6. También Pascal aplica el principio de los desplazamientos 
virtuales, pero de una manera correcta prescindiendo del peso del 
líquido y considerando únicamente las presiones 
superficiales. Imaginemos dos vasos comunican- 
tes cerrados mediante pistones (Fig. 62), que se 
cargan con pesos proporcionales a su superficie, 
entonces el equilibrio se mantiene debido a que 
la invariabilidad del volumen del líquido hace 
que en toda alteración los desplazamientos son 
inversamente proporcionales a los pesos. Pascal 
deduce entonces, del principio de los desplaza- Fig. 02. 
mientos virtuales, que en el equilibro toda pre- 
sión sobre una porción superficial del líquido se transmite con 
igual magnitud a cualquier otra porción superficial igual, sea cual 
sea su orientación. No puede negarse que es por este camino que 
el principio ha sido descubierto. No obstante, ya veremos como la 
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concepción más natural y satisfactoria consiste en considerar el prin- 
cipio como dado directamente. 

7. Después de este esbozo histórico volvamos a considerar los 
casos más importantes del equilibrio de los líquidos, aplicando por 
comodidad distintos puntos de vista. 

La propiedad fundamental de los líquidos, dada por la expe- 
riencia, es la movilidad de sus partes mediante presicnes mínimas, 
Representémonos un elemento de volumen de un líquido, de cuyo 
peso prescindimos, algo así como un pequeño cubito, Si se ejerce 
la mínima presión sobre una de las caras del cubo, el líquido cede 
y se escapa según todas las direcciones a través de las cin- 
co caras restantes. Un cubito sólido puede sufrir en sus | 
caras superior e inferior a una presión distinta a la de sus a 
caras laterales. En cambio un cubito líquido sólo podrá sub- 
sistir sj se ejerce normalmente sobre todas sus caras laterales 
igual presión. Una consideración semejante vale para cual- É) 
quier otro poliedro, En esta representación, explicada geo- 
métricamente, no reside sino la experiencia bruta que las 
partículas del líquido ceden a la menor presión, y que esta 
propiedad se mantiene también en el interior del líquido 
cuando éste esté sometido a una fuerte presión, sumergiéndose, por 
ejemplo, cada vez más en el mismo pequeñas partículas pesadas, ete. 

Con la movilidad de las partículas se vincula otra propiedad de 
los líquidos, que ahora consideraremos. Los líquidos experimentan 
por compresión una disminución de volumen que es proporcional a 
la presión ejercida sobre la unidad de superficie. Toda variación 
de presión trae consigo una proporcional variación del volumen y 
de la densidad de líquido. Si se suprime la presión, el volumen vuel- 
ve a su valor mayor y la densidad a su valor menor. El volumen del 
líquido disminuye por el aumento de la presión hasta que la elastici- 
dad puesta en juego equilibra a ese aumento de presión. 

8. Los antiguos investigadores, como por ejemplo, los de la 
Academia florentina, opinaban que los líquidos eran fundamental- 
mente incompresibles. Recién John Canton describió en 1763 una 
experiencia mediante la cual se demostraba la compresibilidad del 
agua. Sea un tubo termométrico lleno de agua, se hace hervir y lue- 
go se cierra el tubo a la lámpara (Fig. 63). Sea a el nivel del líqui- 
do. Como el espacio encima de a está privado de aire, el líquido no 
soporta la presión atmosférica. Al romper la punta cerrada a la 
lámpara, el nivel del líquido desciende a b. Pero sólo una parte de 
este desplazamiento debe ponerse en cuenta de la compresión del 
líquido debido a la presión atmosférica. Pues si antes de la ruptura 
se coloca el tubo bajo la campana neumática y se hace cl vacío, el 
líquido baja hasta c, lo que debía ocurrir puesto que desaparece la 
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presión que se ejerce sobre el tubo y éste disminuye su capacidad, 
Cuando se rompe la punta esa presión exterior de la atmósfera es 
compensada por la presión interior y vuelve a aparecer el aumento 
de capacidad del tubo. Por tanto la porción cb corresponde a la 
compresión propia del líquido debido a la presión atmosférica, 

Fué Orsted quien realizó por primera vez expe. 
riencias más precisas sobre la compresibilidad del 
agua, aplicando un método muy ingenioso. Un tubo 
termométrico A (Fig. 64) lleno con agua, que se hace 
hervir, pesca en mercurio por su extremidad capilar 
abierta. Al lado de él se encuentra un tubo manomé= 
trico B lleno de aire que también pesca, por su extre- 
midad abierta, en el mercurio. Todo el aparato se 
coloca en un vaso lleno de agua que se comprime me- 
diante una bomba. Como entonces es también com. 
primida el agua en A, el filete de mercurio que sube 
por el tubo capilar indica esa compresión. La varia- 
ción de capacidad que experimenta el vaso A no es sino la produci- 
da por el conjunto de las presiones que comprimen las paredes del 
vaso en todas las direcciones. 

Las experiencias más cuidadosas sobre este asunto han sido 
realizadas por Grassi con un aparato construído por Regnault y em- 
pleando en los cálculos las fórmulas de corrección de Lamé. Para 
tener una imagen intuitiva de la compresibilidad del agua conside- 
remos que Grassi, en agua (destilada) a 0%, ha observado para un 
aumento de presión de una atmósfera, una disminución del volumen 
de algo así como los 5 cienmilésimos del valor inicial Si imaginamos 
entonces el tubo A como de un litro (1000 cm3) y su tubo capilar 
de 1 mm? de sección, la elevación del filete de mercurio por la pre- 
sión de una atmósfera es de 5 cm. 


9. Por tanto, la presión superficial trae consigo variaciones físi- 
cas (variaciones de densidad) en el líquido que pueden ponerse en 
evidencia con métodos suficientemente delicados (por ejemplo, ópti- 
cos). Debemos pues representarnos siempre que las partes de un 
líquido más fuertemente comprimidas, son más densas (aunque po- 
co) que las partes comprimidas más débilmente. 

Imaginemos ahora en un líquido (en cuyo interior no actúa nin- 
guna fuerza y de cuyo peso entonces prescindimos), dos partes con- 
tiguas sometidas a presiones desiguales. La parte más fuertemente 
comprimida y más densa se dilatará y la parte más débilmente com- 
primida se comprimirá, hasta que las fuerzas de elasticidad, aumen- 
tadas de un lado de la superficie de separación y disminuídas del 
otro, se equilibren y ambas partes sean comprimidas igualmente. 

Si tratamos ahora de aclarar cuantitativamente nuestra repre- 
sentación de ambos hechos: la fácil movilidad y la compresibilidad 
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de las partículas lÚquidas, de tal manera que se adapte a las expe- 
riencias más variadas, llegaremos al teorema: En un líquido (en 
cuyo interior no actúa ninguna fuerza y de cuyo peso prescindimos) 
en equilibrio, iguales elementos de superficie, cualquiera sea su 
posición (orientación), soportan presiones iguales. Por tanto la pre- 
sión es la misma en todos sus puntos y es independiente de la di- 
rección. 

No se han realizado, con la precisión necesaria experiencias es- 
peciales para comprobar tal proposición. Pero ella 
nos es muy familiar a través de las experiencias so. 
a líquidos, que la hacen de inmediato compren- 
sible, 

10. Si se tiene un líquido encerrado en un re. 
cipiente provisto de un pistón A (Fig. 65) de sec- 
ción unitaria; al que se carga con la presión p mien. 
tras el pistón B está fijo, entonces en todo el reci- 
piente (prescindiendo de la gravedad) existe la mís. 
ma presión p. El pistón A penetra y las paredes del 
recipiente se deforman, hasta que las fuerzas de elasticidad del 
sólido y del líquido se equilibran. Si se imagina ahora el pistón B 
de sección fB móvil, sólo se obtendrá el equilibrio para una presión 
Í.p. sobre él, 

Debe observarse que Pascal al derivar esta proposición del 
principio de los desplazamientos virtuales, para él la relación de 
los desplazamientos que reconoce está sólo condicionada por la fácil 
movilidad de las porciones y por la igual presión en todas las por- 
ciones del líquido. Si en una porción del líquido apareciera una 
compresión mayor que en otra, tal relación de desplazamientos sería 
alterada y la deducción de Pascal ya no sería admisible. No puede 
negarse que la igualdad de presiones que Pascal demuestra para los 
líquidos consistentes, es una propiedad dada por la experiencia, cosa 
que puede reconocerse si se piensa que la misma ley vale para los 
gases, de los cuales ni aproximadamente puede hablarse de un volu- 
men constante. Según nuestra concepción tal circunstancia no pre- 
senta ninguna dificultad, pero para la de Pascal sí. Observemos de 
Paso Que también para la palanca, la razón de los desplazamientos 
virtuales es confirmada por las fuerzas de elasticidad de la materia 
de la palanca, que no permiten una acentuada desviación de esa 
razón. 

11. Examinemos ahora como se comportan los líquidos bajo 
la influencia de la gravedad. En el equilibrio la superficie NN 
del líquido es horizontal (Fig. 66). Esto se comprende de inmediato, 
si se piensa que toda variación de esa superficie eleva el centro de 
gravedad del líquido, transportando la masa del espacio rayado deba- 
jo de NN y de centro de gravedad S, a la parte rayada encima de NN 
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y de centro de gravedad S”. La gravedad entonces restablece esa 
variación. 

Un líquido pesado en un recipiente con superficie horizontal se 
encuentra en equilibrio. Consideremos en su interior un pequeño 
paralelepípedo rectángulo (Fig. 67). Sea a la superficie de su base 
horizontal y dh la longitud de su arista lateral. Su peso será 
a.dh.s donde s es el peso específico. Como el paralelepípedo no 
cae, es esto sólo posible si la presión ejercida por el liquido en la 


Fig. 06, 


cara inferior es mayor que la ejercida en la superior. Indiquemos 
respectivamente las presiones sobre las caras superior e inferior por 
ap y a (p + dp). En el equilibrio deberá tenerse adhs=audp o 
dp 
—— = 5, donde h debe contarse positivamente hacia abajo. Se ve 
dh 
entonces que para iguales incrementos verticales de h hacia abajo, 
corresponden iguales incrementos de p, y se tiene p=hs-+ g; y 
si q, la presión en la superficie libre (que ordinariamente corres- 
ponde a la presión atmosférica) es 0, entonces simplemente p — hs, 
€s decir que la presión es proporcional a la profundidad. Si se ima- 
gina que se vierte un líquido y que esa proporción aún no se ha 
alcanzado, entonces cada partícula del líquido descenderá hasta que 
las partículas que se encuentran comprimidas contrabalanceen por 
su elasticidad, el peso de las que están encima de ellas. 

De las consideraciones apuntadas se ve también que el aumen- 
to de presión en un líquido sólo tiene lugar en el sentido según el cual 
actúa la gravedad. Sólo en la base inferior del paralelepípedo, una 
sobrepresión del líquido subyacente debe contrabalancear el peso 
del paralelepípedo. Pues en ambas caras de las superficies laterales 
el líquido se encuentra sometido a presiones iguales, ya que sobre 
€sas superficies no actúa ninguna fuerza que pudiera determinar 
una presión mayor sobre una de las caras. 

Si imaginamos mentalmente todos los puntos del líquido que 
soportan la misma presión p se obtiene una superficie, la llamada 
superficie de nivel. Si una partícula se desplaza en el sentido de la 
fuerza de la gravedad, no experimenta ninguna variación de presión. 
En el último caso la partícula permanece en la misma superficie de 
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nivel y por tanto los elementos de la superficie son normales a la 
fuerza de la gravedad. 

Si imaginamos la tierra esférica y flúida, las superficies de nivel 
son esferas concéntricas, y las direcciones de la fuerza de la grave- 
dad (los radios) son normales a los elementos de la superficie esféri- 
ca. Iguales consideraciones podrían hacerse 
si en lugar de la fuerza de la gravedad actua- 
ran sobre las partículas líquidas otras fuerzas, 
como por ejemplo, las magnéticas. 

Las superficies de nivel representan, en 
cierto modo, las relaciones entre las fuerzas a 
las que está sometido el líquido y su considera- 
ción se desarrolla en la hidrostática analítica. 

12. El aumento de la presión con la pro- 
fundidad, en un líquido pesado, puede ponerse 
en evidencia con algunas experiencias, que per- 
tenecen en su mayor parte a Pascal Ocasional. 
mente, puede también mostrarse la indepen- 
dencia de la presión con la dirección. En 1 (Fig. 
68) está sumergido en el agua un tubo de vi- 
drio g vacío, cerrado en su parte inferior por 
un disco metálico pp, al que se le sostiene me- 
diante un hilo. Sumergido a una profundidad 
suficiente, se puede soltar el hilo sin que el 
disco, sostenido por la presión propia del líqui- 
do, caiga, En 2 el disco se sustituye por una 
columnita de mercurio. Si se sumerge en el 
agua un tubo encorvado abierto y lleno de mer- 
curio, se ve (3) que por la presión en € el 
mercurio asciende por la rama mayor. En 4 
vemos un tubo, cuya extremidad inferior se 
ha cerrado mediante una bolsita de cuero llena 
de mercurio. Una inmersión cada vez más pro- 
funda produce una elevación cada vez mayof 
del mercurio. Un madero h (5) adhiere por la 
presión del agua a la rama menor de un tubo 
encorvado vacío. Un madero H (6) queda ad- 
herido al fondo de un vaso con mercurio sien- 
do presionado por éste hasta que el mercurio 


penetre debajo de él. ] : 
el interior de un liquido pesado 


13. Aclarado que la presión en h 
es proporcional a la profundidad contada a partir del nivel del agua, 


se reconoce fácilmente la independencia de la forma del vaso respecto 
de la presión sobre el fondo del mismo. El incremento de la presión 
hacia abajo, procede de igual manera si el recipiente (Fig. 69) tiene 


rio, es] 4 


o 
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la forma abcd o ebef. En ambos casos las paredes del vaso, donde 
tocan al líquido, se deforman hasta que su elasticidad equilibre a 
la presión del líquido y, por tanto, hasta que reemplacen, respecto 
de la presión, al líquido vecino. Con esto se justifica directamente 
la ficción de Stevin de solidificar el líquido con el que sustituye a 
las paredes del vaso. La presión en el fondo se mantiene P = Ahs, 
donde A es la superficie del fondo, h la profundidad del fondo hori- 
zontal contada a partir del nivel y s el peso específico del líquido. 

Que los recipientes 1, 2, 3 (Fig. 70) con fondos de igual super- 
ficie e igual presión de altura (prescindiendo de las paredes del 


vaso), muestren en la balanza diferente pesada de los líquidos, no 
está naturalmente en contradicción con la mencionada ley de las pre- 
siones. Si se observan las presiones parciales, resulta en 1 una com- 
ponente hacia abajo y en 3 hacia arriba, con lo que la resultante 
de la presión sobre la superficie es siempre igual al peso. 

14. El principio de los desplazamientos virtuales es muy ade- 
cuado para aclarar estos casos, por eso lo aplicaremos ahora. Consi- 
deremos, empero, ante todo lo siguiente. Si el peso q (Fig. 71) cae 
de l a 2, mientras una cantidad igual lo hace de 2 a 3, el trabajo 


Fig. 11. Fig. 72. 


realizado es entonces qh, + qhz¿= q (hy + h»), que es lo mismo 
como si el peso q pasara directamente de 1 a 3 manteniéndose en 
su sitio el peso en 2. Esta observación puede generalizarse fácil- 
mente, E 
Consideremos un paralelepípedo rectángulo homogéneo, pesado, 
de aristas verticales de longitud h, de base A y de peso específico $ 
(Fig. 72). Si ese cuerpo (o lo que es lo mismo, su centro de grave- 
dad) desciende de dh, el trabajo es entonces Ahs.dh o también 
Adh.s.h. Por la primera expresión, nos imaginamos el peso total 


DESARROLLO DE LA MECANICA 83 


Ahs desplazado de la altura dh, por la segunda, en cambio, el peso 
A4A.dh.s ha descendido de la altura h de la parte rayada superior 
a la parte inferior, mientras el resto del cuerpo no se ha movido, 
Ambas maneras de ver son admisibles y equivalentes. 

15. Con ayuda de esta consideración se explica claramente la 
paradoja, encontrada por Pascal, que consiste en lo siguiente. El 
recipiente y (Fig. 73), fijado a un 
soporte especial y constituido por 
un cilindro delgado superior y uno 
muy ancho inferior, está cerrado en 
su parte inferior mediante un pis- 
tón móvil que se cuelga de una de 
las extremidades de una balanza por 
medio de un hilo dispuesto según el 
eje de los cilindros. Si se llena g 
con agua deben colocarse en el otro 
platillo de la balanza pesos considerables, no obstante la esca- 
sa cantidad de agua, cuya suma es ARks donde A es la superficie 
del émbolo, h la altura del líquido y s el peso específico del mismo. 
Si ahora se congela el líquido y se sueltan las paredes del vaso, es 
suficiente una pequeña carga para obtener el equilibrio, 

Consideremos los desplazamientos virtuales en ambos casos, 
(Fig. 74). En el primer caso por la elevación del pistón de dh el 
momento virtual es Adhs.h o Ahs.dh, 
es decir, el mismo que si la masa des- 
plazada por el pistón durante el cambio 
de altura de presión se elevara hasta el 1 
nivel del agua o que el peso total A hs 
se elevara dh. En el segundo caso, la ¿h 
masa desplazada por el pistón no llega 
hasta el nivel superior, sino recorre un 
desplazamiento muy pequeño, el desplazamiento del pistón. Si A, a 
son las secciones de los cilindros ancho y angosto, k, 1 las alturas 
respectivas, los momentos virtuales correspondientes son 


Adhs.k+adhs.l= (Ak + al) s. dh, 


que corresponden a la elevación del peso muy pequeño (Ak + al) s 
de la altura dh. La presión sobre el fondo no depende del pesó que 
está sobre el fondo, sino de aquél que solamente es elevado con el 
fondo. 

16. Las leyes concernientes a las presiones laterales de los 
líquidos, son leves modificaciones de las leyes de la presión sobre 
el fondo. Si se tiene por ejemplo un recipiente cúbico de 1 decíme- 
tro de lado, es decir de un litro de capacidad y se le Hena totalmente 
de agua, se obtiene muy fácilmente la presión del agua sobre una 


Fig. 73. 
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pared lateral vertical ABCD (Fig. 75). Cuanto más alejado del nivel 
del líquido esté el elemento de pared, tanto mayor será su presión, 
Se observa fácilmente que la presión es la misma que si sobre esa 
pared, colocada horizontalmente, descansara la cuña de agua 
ABCDHI donde ID | BD e ID =HC=— AC. La presión lateral es 
entonces de 1 kg. 

Para obtener el punto de apli- 
A cación de la presión resultante, ima- 
F  ginemos nuevamente ABCD hori- 
zontal con su cuña de carga. Tome- 

mos 


2 
E AK —= BL = ——AC, tracemos KL 
3 


1 G y sea M su punto medio; este pun- 
Fig. 75. to M es el punto de aplicación bus- 
cado, pues él se encuentra sobre la 

vertical que pasa por el centro de gravedadde la cuña. 

Si el fondo de un recipiente lleno de líquido forma un plano 
inclinado, lo descomponemos en elementos a, a”, a”,... de profundi- 
dades h, Ph”, h”,... bajo el nivel del agua; la presión sobre el fondo 
es (ah+oh+arrR?+...)s. 

Si A es su superficie total y H la profundidad del centro de 
gravedad a partir del nivel del líquido es 


ah+ouhR+orh+... aha ht... dl 

par pr , 
a+ou+tar+... A 

con lo que la presión sobre el fondo será AHs. 

17. El principio de Arquímedes puede deducirse de maneras 
muy diversas. Según el método de Stevin imaginemos en el interior 
de un líquido una parte del mismo solidificada, Como antes, ella 
seguirá siendo sostenida por el líquido circundante. La resultante de 
las presiones que actúan sobre la superficie del líquido sustituído 
por el cuerpo sólido pasan pues por el centro de gravedad de éste 
y es igual y opuesta al peso de aquél. Esas presiones sobre la super- 
ficie se mantienen si en lugar del líquido solidificado se toma otro 
cuerpo sólido de igual forma, pero de distinto peso específico. Ac- 
táan entonces sobre este cuerpo sólido dos fuerzas: el peso del cuer- 
po, aplicado en el centro de gravedad del cuerpo y el empuje, re- 
sultante de las fuerzas de presión sobre la superficie que actúa en 
el centro de gravedad del líquido desplazado. Sólo para cuerpos 
sólidos homogéneos coinciden ambos centros de gravedad. 

Si se sumerge un paralelepípedo rectángulo (Fig. 76) de altura 
h y base a con aristas verticales, en un líquido de peso específico 
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s, entonces si la base superior está a una distancia k del nivel, la 
presión sobre la misma es q ks mientras que en la base inferior es 
a (k 4h) £. Como las presiones laterales se destruyen resulta una 
sobrepesión ahs o vs hacía arriba, donde v significa el volumen del 
paralelepípedo. 

Con ayuda del principio de los desplazamientos virtuales se 
puede llegar a una concepción que es la más próxima de aquella de 
la cual el mismo Arquímedes ha partido. Un para- 
lelepípedo de peso especifico a, base a y altura h se 
sumerge de dh. El momento virtual es entonces el 
transporte de la parte rayada adh.goh de la parte 
superior a la inferior. Pero con ello el líquido se 
eleva de una posición inferior a una superior y su 
momento es adh.sh. El momento virtual resultan- 
te es entonces ah (o —s) dh — (p — q) dh, donde p es el peso del 
cuerpo y q el del líquido desplazado. 

18. Se puede plantear la cuestión siguiente: si el empuje de 
un cuerpo en un líquido es alterado cuando se sumerge este último 
en otro líquido. De hecho esta cuestión singular se ha planteado 
ocasionalmente. Sea un cuerpo K (Fig. 77) sumergido en un líquida 
A y éste con su recipiente, a su vez, en un líqui- 
do B. Si para el cómputo de la pérdida de peso 
de A, hubiera de tomarse en cuenta la pérdida de 
peso de A en B, la pérdida de peso de K desapa- 
recería totalmente si los líquidos A y B fueran 
idénticos. Entonces K sumergido en A sufriría 
en un caso una pérdida de peso, y en el otro no. 
Tal resultado es absurdo, 

Con ayuda del principio de los desplazamientos virtuales se 
explican muy fácilmente casos complicados de este tipo. Sumerja- 
mos un cuerpo primero gradualmente en B, luego parcialmente en 
B y en A y finalmente en A solamente, entonces (en consideración 
a los momentos virtuales) en el segundo caso debe tenerse en Cuén- 
ta ambos líquidos en la proporción de los volúmenes otupados. Pero 
en cuanto el cuerpo se ha sumergido totalmente en A, ya el nivel 
de A no se eleva al descender el cuerpo y B no entra más en con- 
sideración. - 

19. El principio de Arquímedes puede verificarse con una bo- 
nita experiencia. De uno de-los platillos de una balanza se cuelga 
(Fig. 78) un cubo vacio H del cual cuelga a su vez un cubo macizo 
M, que llena exactamente al cubo H, y se establece el equilibrio. si 
se sumerge M en agua mediante un vaso que se le coloca debajo, el 
equilibrio se altera, pero si se llena H de agua el equilibrio es de 


inmediato restablecido. 


Fig. 78. 


Fig. 77. 
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Una contraexperiencia es la siguiente: De un lado de la balanza 
cuelga H. En el otro platillo se coloca un vaso con agua y encima 
de él mediante un cordel cuelga M de un soporte independiente de 
la balanza. Se establece el equilibrio. Pero si se hace descender M 
hasta que se sumerja en el agua el equilibrio se altera, pero vuelve 
a restablecerse llenando de agua a H. A 

A primera vista esta experiencia parece paradójica. Pero de 
inmediato se siente instintivamente que no puede sumergirse M en 
el agua sin que ejerza una presión que la balanza 
debe acusar. Si además se piensa que el nivel del 
agua sube y que las presiones del agua circundante 
sobre la superficie del cuerpo sólido M se equilibran, 
y por tanto que él representa y sustituye un igual 
volumen de agua, desaparece toda paradoja en la 
experiencia. 

20. Los teoremas más importantes de estática 
han sido adquiridos considerando el equilibrio de 
los cuerpos sólidos. Este proceso ha sido casualmen- 
te el histórico, pero de ninguna manera es el único 
posible y necesario. Los distintos caminos seguidos 
por Arquímedes, Stevin, Galilei y otros nos lo prue- 
ban suficientemente. En efecto, los principios gene- 
rales de la estática podían haberse encontrado me- 

Fig. 78. diante consideraciones sobre los líquidos y con el 

auxilio de proposiciones muy simples de la estática 
de los sólidos. Detengámonos un instante sobre esta cuestión. 

Imaginemos un líquido de cuyo peso prescindimos. Supongá- 
moslo encerrado en un recipiente y sometido a una cierta presión. 
Una parte de ese líquido puede solidificarse. Sobre 'su superficie 
cerrada actúan fuerzas normales proporcionales 
a los elemntos de superficie y se ve fácilmente 
Que la resultante de las mismas debe ser — 0. 

Limitemos una parte de la superficie cerrada 
por una curva cerrada (Fig. 79); obtenemos así 
una superficie abierta. Todas las superficies, li- 
mitadas por la misma curva (fa doble curvatura) 
y sobre las cuales actúen fuerzas normales pro- 
porcionales a los elementos de superficie (y en 
el mismo sentido), dan la misma resultante. 

Imaginemos ahora solidificado un cilindro líquido determinado 
por una directriz cerrada cualquiera. Podemos prescindir de las dos 
bases normales al eje. Y en lugar de la superficie podemos consí- 
derar meramente la directriz. Se obtendrán así proposiciones aná- 
logas para las fuerzas normales a log elementos de una curva plana. 


Fig. 79. 
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Si la curva cerrada es un triángulo (Fig. 20) entonces esas 
consideraciones se presentan de la siguiente manera. Represente- 
mos por segmentos las resultantes de las fuerzas normales aplica- 
das en los puntos medios de los lados, en magnitud, dirección y 

NN sentido. Sus rectas respectivas se cortan en un pun. 
DÁ to: el centro del círculo circunscrito al triángulo. Se 

observa además que los segmentos representativos 
Í de las fuerzas, por un simple desplazamiento parale- 
Fig. 80 lo, forman un triángulo semejante al trizngulo dado 
y cuyo contorno es recorrido en el mismo sentido 
que el que se observa en las fuerzas. 

Resulta pues el teorema: 

Tres fuerzas, aplicadas en un punto, paralelas y proporcionales 
a los lados de un triángulo y tales que desplazadas paralelamente 
formen un triángulo cuyos lados se recorren en el mismo sentido, 
están en equilibrio. Sin dificultad se reconoce en este teorema sim- 
plemente el teorema del paralelogramo de las fuerzas epunciado en 
otra forma. 

Si se sustituye el triángulo por un poligono se llega al conocido 
teorema del polígono de las fuerzas. 

Imaginemos ahora en que una parte de un líquido pesado de 
peso específico y se solidifica. Sobre un clemento au de la superficie 
cerrada actúa una fuerza normal ay 2 dende z es la distancia del 
elemento al nivel del líquido. Este resultado nos es conocido de 
antemano. 

Si sobre una superficie cerrada actúan fuerzas en el sentido de 
las normales hacia el interior de la superficie de intensidad ax 2 
donde a es el elemento de superficie y z representa la distancia de 
éste a un cierto plano E, la resultante es V.y, donde V expresa el 
volumen encerrado, La resultante está aplicada en el centro de gra- 
vedad del volumen, es normal al plano E y dirigida hacia él 

Sea ahora en las mismas condiciones una superficie curva rígida 
limitada por una curva plana que encierra una superficie A. La re- 
sultante de las fuerzas que actúan sobre la superficie curva €s R 
tal que 


R= (AZ (V 1)? — 2 AZV y cos y 


donde Z representa la distancia del centro de gravedad de 4 al 
plano E y v la sección plana de E y 4. 

El lector versado en matemática habrá reconocido en el penúl- 
timo teorema un caso particular del teorema de Green de la teoría 
del potencial, y que esencialmente consiste en la transformación 
de una integral de superficie en una integral de volumen (e in- 
versamente). 
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Por tanto, en el sistema de fuerzas de un líquido que se en- 
cuentra en equilibrio, pueden distinguirse en él o, si se quiere, de- 
ducir de él, sistemas de fuerzas más o menos complicados, y obtener 
así rápidamente teoremas (a posteriori). Ha sido una mera casua- 
lidad que Stevin no haya encontrado esos teoremas. El método aquí 
seguido corresponde al suyo. Y de esta manera podrían haberse he- 
cho nuevos descubrimientos. 


22. Las paradojas aparecidas durante la investigación de los 
líquidos han constituído un estímulo para reflexiones ulteriores. 
Tampoco hay que pasar por alto que fué la investigación de los lí- 
quidos la que dió por primera vez una representación de un continuo 
fisicomecánico, que desarrolló concepciones matemáticas más libres 
y fecundas, de aquellas que hubieran permitido las consideraciones 
de los sistemas de varios cuerpos sólidos. En el hecho, es a esta 
fuente a la que debemos acudir para encontrar el origen de impor- 
tantes conceptos mecánicos modernos, como por ejemplo, el de po- 
tencial. 


7. Los principios de la estática en su aplicación a los gases 


1. Con leves modificaciones pueden aplicarse a los gases las 
mismas consideraciones que a los líquidos. Por eso las investigacio- 
nes sobre los gases no han enriquecido mayormente a la mecánica. 
Con todo los primeros pasos que se hicieron en este dominio tienen 
una gran importancia históricocultural y científica en general. 

Aunque el hombre ordinario tiene motivos para reconocer la 
naturaleza material del aire; por su resistencia, por la acción del 
viento, por su presencia en las burbujas, no es menos cierto que 
esa naturaleza se manifiesta más raramente y nunca de modo tan 
evidente e inmediato como en los sólidos y en los líquidos. Ese re- 
conocimiento en verdad existe, sólo que no es tan familiar y po- 
pular como para desempeñar un papel importante, En la vida diaria 
casi nunca se piensa en la presencia del aire. 

En este caso las ideas modernas están en conexión inmediata 
con las antiguas. Anaxágoras demuestra la materialidad del aire 
mediante la resistencia que ella ofrece a su compresión en los odres 
cerrados y por el desprendimiento (¿en forma de burbujas?) del aire 
comprimido en el agua (Arist., Phys. IV, 6). Según Empédocles el 
aire impide al agua penetrar en un vaso sumergido y cuya abertura 
está dirigida hacia abajo (Gomperz, Griechische Denker, 1, pág. 
191). Filón de Bizancio utiliza un vaso cuyo fondo dirigido hacia 
arriba está provisto de una abertura cerrada con cera. Si se lo su- 
merge, recién el agua penetra en él cuando se ha quitado la cera, 
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mientras el aire se desprende en burbujas. Se encuentran descritas 
(Philonis lib. de ingeniis spiritualibus, en V. Rose: Ansedota graeca 
et latina) una serie de estas experiencias análogas a las actuales 
experiencias escolares. En su Neumática, Herón describe muchas ex- 
periencias de sus predecesores con algunos agregados propios, con 
lo que en la teoria se vincula a Straton, quien a su vez ocupa una 
posición intermedia entre Demócrito y Aristóteles, Opina que un 
vacío absoluto continuo no puede producirse sino artificialmente, 
mientras que numerosos espacios vacios pequeños se reparten entre 
las partículas de los cuerpos, incluso el aire, exactamente como lo 
hace el aire entre los granos de arena. Se funda en la posibilidad 
de enrarecer y condensar los cuerpos y también el aire (aspiración 
y espiración en el “frasco de Herón”), exactamente de la misma 
manera simple descrita en los tratados elementales de hoy. Un ar- 
gumento de Herón a favor del vacío (poros) entre las partículas de 
los cuerpos lo proporciona el hecho, que los rayos de luz atraviesan 
el agua. Para Herón y sus predecesores, de un aumento artificial del 
vacío siempre resulta una tracción, una atracción de las partículas 
próximas. Un vaso liviano con una abertura estrecha queda adherido 
a los labios, después de haber aspirado de él el aire. Se puede en- 
tonces cerrar la abertura con el dedo y sumergir el vaso en el agua. 
“Si entonces se suelta el dedo el agua sube en el vacío así formado 
aunque el movimiento de los líquidos hacia arriba no sea conforme 
a la naturaleza. El fenómeno de las ventosas es análogo. No sólo la 
ventosa, aplicada al cuerpo, no cae, no obstante ser lo suficiente- 
mente pesada para ello, sino que todavía atrae a la materia próxima 
a través de los poros del cuerpo.” Trata detalladamente el sifón. 
El sifón se llena mediante la aspiración debido a que el liquido sigue 
al aire aspirado “pues un vacio continuo es inconcebible”. Si los 
brazos del sifón son iguales el agua no sale. "El agua se mantiene 
en equilibrio como en una balanza”. Por tanto, Herón imagina el | 
flujo análogo al movimiento de una cadena que, con Un lado mayor 
que el otro, se mueve sobre una polea. La continuidad de la colum- 
na, que para nosotros se debe a la presión del aire, es para él una 
consecuencia de ser “inconcebible el vacio continuo”. Está bien esta- 
blecido ahora, que no es la mayor masa de agua la que arrastra y 
atrae la menor y que no €s virtud de este principio que el agua 
puede ascender, sino que más bien el proceso debe ponerse en Co- 
nexión con el principio de los vasos comunicantes. Los numerosos 
artefactos, algunos bonitos € ingeniosos, que Herón describa en la 
“Neumática” y también en la “Automata”, cuya finalidad era en 
parte divertir y en parte provocar el asombro, nos atraen más por 
el cuadro que ellos ofrecen de la civilización material, que por su 
interés científico. El resonar automático de las trompetas, la aper- 
tura espontánea de las puertas del templo acormpañada por el ruido 
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del trueno, no tienen nada de científico, Con todo los escritos de 
Herón han contribuído ampliamente a la difusión de los conoci- 
mientos científicos, Véase W. Schmidt, Herons Werke (Leipzig 1899) 
y Diels, System des Straton, Sitzungsber. der Berliner Akad. 1893. 

Si bien los antiguos, como se desprende de las descripciones 
de Vitruvio, poseían instrumentos basados en la compresión del aire 
(como los llamados órganos hidráulicos), si bien se hace remontar a 
Ctesibio la invención del fusil a viento y que este instrumento es 
conocido por Guericke, todavía en el siglo XVII las ideas sobre la 
naturaleza del aire son muy oscuras y bizarras. No debe pues 
asombrarnos el gran movimiento intelectual que despertaron las 
primeras experiencias realizadas en esta dirección. Si nos trans- 
portamos a €sa época, concebiremos fácilmente la entusiasta des- 
cripción que dió Pascal de las experiencias de la presión atmosférica 
de Boyle, Es que nada podía ser más maravilloso que este reco- 
nocimiento súbito de una cosa que no se ve, que apenas se siente 
y que ni se observa, que siempre nos rodea y por todas partes, que 
todo lo penetra y que es la condición más importante de la vida, 
de la combustión y de imponentes fenómenos mecánicos. Quizá, por 
primera vez en esta ocasión, se destacó claramente que la ciencia 
no se limitaba a la investigación de lo palpable y groseramente 
sensible, 

Para darse cuenta de cuán lentamente fueron comprendidas 
por los hombres las nuevas concepciones sobre el alre, basta leer 
el artículo sobre el aire que Voltaire, uno de los hombres más ilus- 
trados de su tiempo, hacía publicar en su “Dictionaire philosophi- 
que” de la “Encyclopédie” hacia 1764, un siglo después de Gue- 
ricke, Boyle y Pascal y un poco antes de los descubrimientos de 
Cavendish, Priestley, Volta y Lavoisier. El aire no es visible ni 
fundamentalmente perceptible: todas las funciones que se atribuyen 
al aire podrían ser cumplidas por los vapores perceptibles sobre cu- 
ya existencia no cabe la menor duda. ¿Cómo puede el aire tras- 
mitir la audición simultánea de los diversos sonidos de una compo- 
sición musical? Respecto de la seguridad de su existencia, el aire 
y el éter están a la misma altura. 

2. En la época de Galilei se explicaban la succión, la acción de 
las jeringas y de las bombas por el llamado horror vacui, el horror 
de la naturaleza por el vacío. La naturaleza tendría la propiedad 
de impedir la formación de espacios vacios, llenando de inmediato 
los espacios formados con las cosas más próximas a ellos, Dejando 
de lado el elemento especulativo, imposible de justificar, debe admi- 
tirse que esta concepción representa efectivamente hasta cierto 
punto a los fenómenos. Quien fué capaz de formularla debió ver 
un principio en los fenómenos. Sin embargo el principio no se 
adapta a todos los casos. Galilei debió quedar muy asombrado cuan- 
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do se enteró de que en una instalación de una bomba nueva, cuyo 
tubo de aspiración era por casualidad muy largo, el agua no podía 
elevarse a más de 18 varas italianas. Pensó de inmediato que el 
horror vacui (o la resistencia del vacuo) tenía una intensidad 
medible, Llamó entonces a la máxima altura a la cual podía ele- 
varse el agua, altezza limitatissima. Trató además de determinar 
directamente la carga necesaria para levantar, en un cuerpo de 
bomba cerrado, un pistón perfectamente ajustado y apoyado sobre 
el fondo. 

3. Torricelli tuvo la ocurrencia de medir la resistencia del 
vacío por una columna de mercurio, en vez de la columna de agua, 
esperando encontrar una columna aproximadamente de */,, de 
la longitud de la columna de agua. Tal conjetura fué confirmada por 
la experiencia realizada en 1643 por Viviani por el método conocido, 
y que hoy lleva el nombre de experiencia de TorriceMi, Un tubo 
de vidrio de aproximadamente 1 m. de longitud y cerrado en uno 
de sus extremos, se llena de mercurio, se cierra con el dedo el 
extremo abierto y con esta extremidad hacia abajo se lo sumerge 
en mercurío manteniéndolo verticalmente. Si se saca el dedo el 
mercurio desciende y se detiene a una altura aproximadamente de 
76 crn. De acuerdo a esto era muy verosímil que una presión bien 
determinada empujaba al líquido hacia el espacio vacío. Torriceli 
adivináó de inmediato cuál era esa presión. 

Galilei ya había tratado de determinar el peso del aire, pesando 
un frasco con aire y pesándolo nuevamente después de haberle 
extraído parcialmente el aire mediante el calor. Era, pues, conocido 
que el aire pesaba. Pero para la mayoría de la gente el horror 
vacui y el peso del aire eran nociones muy alejadas. En Torricelli 
ambas nociones pudieron aproximarse tanto, que lo condujeron a 
la convicción que todos los fenómenos atribuidos al horror vacui, 
podían explicarse de la manera más simple y consecuente mediante 
la presión del peso de una columna de flúido: la columna de aire, 
Torricelli descubrió pues la presión atmosférica y fué también el 
primero que observó la variación de la presión atmosférica con ayuda 
de la columna de mercurio. A 

4. La noticia respecto de las experiencias de Torricelli fué 
difundida en Francia por Mersenne y llegó a conocimiento de Pascal 
en el año 1644. Los informes respecto de la teoría de la experiencia, 
eran probablemente tan incompletos que Pascal se vió obligado a 
estudiar la experiencia por su cuenta (“Pesanteur de Pair”, Pa- 
rís, 1663). : 

! dd la experiencia con mercurio y en un tubo de 40 pies 
de largo con agua y preferentemente con vino tinto, Inclinando 
el tubo se convenció de inmediato que el espacio situado sobre la 
columna de líquido estaba efectivamente vacia y se vio obligado 
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a sostener esta opinión ante los violentos ataques de sus compa- 
triotas. Pascal demostraba la fácil producción del vacío, conside- 
rado imposible, con una jeringa de vidrio cuya boca se cerraba 
con el dedo al sumergirla en el agua, y cuyo émbolo podía extraerse 
sin mayor esfuerzo. Pascal mostró además que en un sifón (curvo) 
de 40 pies de alto lleno de agua, ésta no fluye; en cambio empieza 
a fluir en cuanto se lo inclina convenientemente respecto de la 
vertical. El mismo experimento fué realizado en menores propor- 
ciones con mercurio. Del mismo sifón fluía o no fluía el líquido, 
según se le mantuviera inclinado o vertical. 

En un trabajo ulterior Pascal se refirió expresamente al peso 
del aire, y a la presión debida al peso del aire. Mostró que, en los 
flúidos, pequeños animales (moscas) pueden soportar sin daño gran- 
des presiones, si ellas se ejercen según todas las direcciones y aplicó 
de inmediato esta observación a los peces y a los animales que 
viven en el aire. El mérito principal de Pascal consiste en haber 
establecido una completa analogía entre los fenómenos producidos 
por la presión de los líquidos (presión del agua) y de aquellos pro- 
ducidos por la presión del aire. 


5. A través de una serie de experiencias, Pascal mostró que la 
presión atmosférica hace penetrar el mercurio en un espacio vacío 
de aire, del mismo modo como la presión del agua hace subir el 
mercurío en un espacio vacío de agua. Si en un vaso, muy pro- 
fundo, con agua se sumerge un tubo (Fig. 81), en cuya extremidad 
inferior se encuentra una bolsita de cuero con mercurio, de tal 
manera que la extremidad superior sobrepasa el agua y el tubo 
se mantenga sin agua, la presión del agua hace elevar el mercurio 


en el tubo libre de agua tanto más cuanto más profundamente se 
sumerge el tubo. La experiencia también puede realizarse con un 
tubo a sifón o con un tubo cuya extremidad inferior está abierta, 
La cuidadosa consideración del fenómeno condujo, evidentemente, 
a Pascal a la idea que la columna barométrica debía ser menor en 
la cima de una montaña que en su pie, y que por tanto ella podía 
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utilizarse en la determinación de la altura de la montaña. Participó 
esta idea a su cuñado Périer, quien con todo éxito realizó de inme- 
diato la experiencia en el Puy de Dóme (19 de setiembre de 1648). 

Pascal refirió a la presión atmosférica el fenómeno de la adhe-., 
sión de las placas, y lo aclaró con la resistencia que se encuentra 
cuando se quiere levantar rápidamente un (gran) sombrero colocado 
bien en contacto Con una mesa. El madero adherido al fondo de 
un vaso con mercurio es un fenómeno análogo. 

Pascal imitó, con ayuda de la presión del agua, el derrame en 
el sifón por la presión atmosférica. Un tubo abc (Fig. 82) tiene 
dos ramas acodadas abiertas a y b de desigual longitud, que están 
sumergidas en vasos con mercurio e y d. Si todo el dispositivo se 
sumerge en un recipiente muy profundo con agua, de tal manera 
que el tubo largo abierto siempre sobrepase al nivel del líquido, 
se va elevando poco a poco el mercurio en a y b, para luego unirse 
los dos brazos y producirse una corriente que va de d a e a través 
del sifón abierto en su parte superior. 

Pascal ha modificado la experiencia de Torricelli 

d de una manera muy ingeniosa. Un tubo de forma abcd 

(Fig. 83), y aproximadamente de una longitud doble 
de la del tubo barométrico ordinario, se llena con 
mercurio. Las aberturas a y D se cierran con los de- 
dos y el tubo se coloca en un baño de mercurio con 
el extremo a hacia abajo. Si ahora se abre a, el 

“mercurio de ed cae hasta la parte e más amplia, mien- 
v tras el mercurio de ab desciende hasta la altura de 

la columna barométrica ordinaria. Como en b se pro- 
duce el vacío, el dedo que lo obtura es presionado 
contra él, hasta con cierto dolor. Si ahora se abre 
también b la columna que está en ab cae totalmente, 
mientras que el mercurio que está en c sometido ahora 
a la presión atmosférica se eleva en cd hasta llegar 
a la altura barométrica. Es, en verdad, apenas posible 
combinar, sin máquina neumática, la experiencia y 
contraexperiencia de tuna manera más simple e inge- 
niosa que aquella ideada por Pascal. : 

6. Completemos brevemente el experimento de Pascual respecto 
de la altura de las montañas con las siguientes consideraciones. 
Sea b, la altura barométrica al nivel del mar, que desciende 4 
kb,, donde k es una fracción propia, si nos elevamos M «metros. 
Para una nueva elevación de m metros llegaremos a una altura, 
barométrica k.kb, pues pasamos ahora a una Capa de aire cuya 
densidad es a la de la primera como k:1. Si nos elevamos pues a 
la altura h=mn.m metros, la respectiva altura barométrica será' 


ua 


Fig. 82. 
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log ba— log b, 
log k 


o lo que es lo mismo 


m 
h= (log b, —log b,). 
log k 


El principio del método es entonces muy simple, sólo se torna 
difícil por las múltiples correcciones y circunstancias accesorias que 
deben tenerse en cuenta. 

7. Las contribuciones más originales e importantes en el domi- 
nio de la aerostática pertenecen a Otto von Guericke. En sus 
experiencias, parece haberse guiado sobre todo por consideraciones 
filosóficas. Por otra parte, llegó a ellas en forma independiente, 
pues recién tuvo conocimiento de las experiencias de Torricelli por 
Valerianus Magnus en la dieta de Regensburg (1654), donde demos- 
tró las experiencias que había descubierto alrededor del año 1650. 
La construcción de su barómetro de agua, según un método total- 
mente distinto al de Torricelli, corrobora tal opinión. 

El libro de Guericke (Experim. Magdeburg. Amstelod. 1672) 
nos muestra de una manera viva la estrechez de los puntos de vista 
de su tiempo. El hecho de abandonar gradualmente ese punto de 
vista, y lograr uno mejor por su propio esfuerzo, habla muy alto 
en favor de su energía intelectual. Con asombro contemplamos 
cuán breve lapso nos separa de la barbarie científica; no debe pues 
asombrarnos que la barbarie social gravite aún tan pesadamente | 
sobre nosotros. 

En la introducción del libro y en otros lugares, en medio de 
las investigaciones científicas, Guericke nos habla de las objeciones 
tomadas de la Biblia, en contra del sistema copernicano (objeciones 
que trata de refutar); se refiere a la localización del cielo, del 
infierno, habla del Juicio final. Un lugar considerable lo ocupan 
filosofemas sobre el espacio vacío. 

Guericke considera el aire como una emanación u olor de los 
cuerpos que nosotros no percibimos, simplemente porque desde la 
niñez nos hemos habituado a él. El aire no es, para él, ningún ele- 
mento. Conoce sus variaciones de volumen por el calor y el frío, 
su comprensibilidad mediante el frasco de Herón, computa su presión 
en 20 brazas de agua, de acuerdo a experiencias propias y habla 
expresamente de su peso, debido al cual las llamas se dirigen 
hacia lo alto. 


8. Para producir el vacío, Guericke se sirvió al principio de. 
un tonel de madera lleno de agua, en cuya parte inferior se fijaba 
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el tubo de aspiración, de una bomba de incendio. Siguiendo al 
pistón y a su propio peso el agua debía caer y ser bombeada 
Guericke confiaba así en que quedaría un espacio vacío, Reitera- 
damente, la bomba mostró no estar sólidamente fijada frente a la 
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enorme fuerza que había que aplicar al pistón para vencer a la 
presión atmosférica. Fijada más sólidamente pudo iniciarse el ago- 
temiento utilizando tres hombres vigorosas, pero de pronto el aire 
penetró con gran estrépito a través de todas las rendijas del tonel 
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y no pudo obtenerse el vacío. En una experiencia ulterior encerró 
un pequeño tonel en uno mayor, ambos llenos de agua, y se propuso 
bombear el agua del tonel pequeño. Pero en este caso el agua 
del tonel grande poco a poco penetraba en el pequeño. 

Comprobado con esto que la madera era un material inade- 
cuado, y, observando además Guericke que en sus últimos ensayos 
se notaban algunas señales de éxito, tomó una gran esfera hueca 
de cobré, a la que se propuso extraerle directamente el' aire. Al 
principid el bombeo fué bien y sin mayores esfuerzos. Pero después 
de varios golpes de pistón, el bombeo era tan difícil que apenas 
si dos hombres macizos (viri quadrati) podían mover el pistón. 
Mas cuaudo el. bombeo fué llevado algo más lejos, de pronto la 
esfera se aplastó con una fuerte detonación. Y finalmente, con 
ayuda de un recipiente de cobre de forma perfectamente esférica 
logró producir el vacío. Guericke describe la violencia con que 
el aire penetraba al abrirse el robinete. 

9. Después de estos experimentos, Guericke construyó una 
bomba de aire especial. Una gran esfera de vidrio estaba cerrada 
mediante una montura provista de un gran robinete, por medio 
del cual podían introducirse en la esfera los objetos que se inves- 
tigaban. Se colocaba la esfera, con el robinete sumergido en agua, 
sobre un trípode para asegurar el cierre hermético, en el cual se 
encontraba la bomba propiamente dicha. Más tarde, se utilizaron 
también recipientes separados que podían ponerse en comunicación 
con la esfera neumática. 

Numerosos son los fenómenos que Guericke pudo observar con 
su aparato. Observó de inmediato el ruido que produce el agua 
al chocar contra las paredes del vaso libre de aire, la irrupción 
violenta: del aire y del agua en el recipiente ante una brusca 
apertura del robinete, el desprendimiento por evacuación de los 
gases disueltos en los líquidos o, como se expresa Guericke, la libe- 
ración de la emanación. Una bujía encendida se apaga en el vacío, 
pues, como dice Guericke, toma del aire su alimento. La combustión, 
observa expresamente, no es un aniquilamiento sino una transfor- 
mación del aire. 

En el vacío, una campana no suena. Los pájaros mueren en el 
vacío, muchos peces se hinchan, luego revientan. Un racimo o de uva, 
conserva su frescura más de medio año. 

Construyó un barómetro de agua, haciendo comunicar un tubo 
largo sumergido en el agua con un cilindro vacío de aire. En- 
contró que la columna se elevaba de 19 a 20 varas. Todos los 
efectos atribuidos al horror vacui fueron explicados por la presión 
atmosférica. 
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Un importante experimento consiste en la pesada de un reci- 
piente lleno de aire, y luego vuelto a pesar vacío. El peso del aire 
varía según las circunstancias (temperatura, estado barométrico). 
Según Guericke no hay una relación determinada entre los pesos 


del aire y del agua. 


Los experimentos relativos a la presión atmosférica hicieron 
la mayor impresión sobre los contemporáneos. Para separar los 
hemisferios yuxtapuestos de Una esfera, en la que se había hecho 
el vacío, fué necesaria una fuerza de 16 caballos y la separación 
fué acompañada por una violenta detonación. Suspendida la misma 
esfera, se le colgó del hemisferio inferior un platillo de una balanza 
pesadamente cargado. Tomaba un gran cuerpo de bomba cerrada 
por un pistón. Este estaba unido a una gruesa cuerda que pasaba 
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por una polea y se ramificaba en cordeles tirados por sendos hom- 
bres. En cuanto se ponía en comunicación el cuerpo de bomba 
con un recipiente vacío de aire, todos los hombres eran echados 
por. tierra. Por el mismo procedimiento se elevaba un gran peso. 

Guericke menciona el fusil a aire comprimido, como algo ya 
conocido y él mismo construye un instrumento que podría llamarse 
fusil a aire enrarecido. La presión atmosférica exterior lanza una 
bala por un tubo en el que se hace rápidamente el vacío; al llegar 
a la extremidad del tubo rechaza una sopapa liviana que cierra 
el tubo y sale disparada con gran velocidad. 

Vasos cerrados transportados a la cima de una montaña y ahí 
abiertos, expelen aire; transportados de igual manera al pie, absor- 
ben aire. Por éstas y otras experiencias reconoció Guericke el aire 
como elástico, , 


10. En Inglaterra R. Boyle en 1660 difundió las experiencias 
que Guericke ya en parte había realizado en 1654. Agregó un 
pequeño número de nuevos experimentos. Observó la propagación 
de la luz en el vacío y la persistencia de los efectos del imán; infla- 
mó la yesca con ayuda de espejos ardientes; colocó el barómetro en 
el recipiente de la bomba de vacío y fué el primero en construir 
un manómetro. Fué el primero en observar en el vacío la ebullición 
de los líquidos calentados y la congelación del agua. 

Entre las experiencias neumáticas realizadas en esa época men- 
cionemos también la caída de los cuerpos en el vacío, que confirmó 
muy simplemente la opinión de Galilej que todos los cuerpos pesa- 
dos o livianos caían con igual velocidad, si se eliminaba la resis- 
tencia del aire. En un tubo de vidrio unido a la máquina neumática, 
se colocan un trocito de papel y una bala de plomo. Disponiendo 
el tubo vertical y haciéndolo girar bruscamente de 180% (alrededor 
de un eje horizontal), ambos cuerpos llegan simultáneamente al 
fondo del vaso. 

De los datos cuantitativos queremos mencionar que la presión 
atmosférica, que importa una columna de mercurio de 76 em, 
por ser el peso específico del mercurio de 13,59, se calcula fácil. 
mente en 1,0328 kg por cm?, El peso de 1000 cm3 de aire a D%C 
y 760 mm de presión resulta de 1,293 g y su peso específico, referido 
al agua, es de 0,001293, 

11. Guericke conocía solo un aire. Puede entonces imaginarse 
la impresión que produjo el descubrimiento del anhidrido carbónico 
(aire fijo) por Black en 1755 y el del hidrógeno (aire inflamable) 
por Cavendish en 1766, a los que siguieron bien pronto otros des- 
cubrimientos análogos. Las diferentes propiedades físicas de los 
gases son muy llamativas. Faraday puso en evidencia, en una 
bonita experiencia de clase, la gran diferencia en los pesos. Se 
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cuelgan dos vasos de vidrio A y B (Fig. 84) de los brazos de una 
balanza; uno con la abertura hacia arriba y el otro con la abertura 
hacia abajo, se equilibran, se puede entonces llenar desde arriba 
el primero con el anhidrido carbónico (CO) pesado y el otro desde 
abajo con el hidrógeno (H) livia- 
no. En ambos casos se desplaza 
la balanza en el sentido de la fle- 
cha. Es sabido que hoy, por me- 
dios ópticos, puede hacerse visi. 
ble directamente el derrame de 
los gases. 

12. Inmediatamente después 
del conocimiento de la experien- 
cia de Torricelli, se trató de utili- Figs 
zar el vacío así obtenido. Se quiso 
entonces construir la llamada máquina neumática de mercurio. Es 
sabido que tales esfuerzos sólo en este siglo tuvieron un éxito 
digno de mención. Las máquinas neumáticas de mercurio actual- 
mente utilizadas, son en verdad barómetros con la parte superior 
del tubo muy ampliada y en la que puede variar el nivel del mer- 
curio. El mercurio ocupa el lugar del pistón de las máquinas neu- 
máticas ordinarias. 


13. La fuerza de expansión del aire observada por Guericke, 
fué investigada más exactamente por Boyle y más tarde por Ma- 
riotte. La ley que ambos encontraron consiste en lo siguiente. Si 
Se llama V el volumen de una cantidad dada de aire y P su presión 
sobre la unidad superficial de la pared del vaso, entonces el pro- 
ducto PV —= una cantidad constante. Así, por ejemplo, si el volu- 
men del aire se reduce a la mitad, entonces el aire ejerce una presión 
doble sobre la unidad de superficie; si el volumen de la misma 
cantidad se duplica, baja su presión a la mitad, y así sucesivamente, 
Es exacto, como lo han destacado en nuestros días ciertos autores 
ingleses, que debe considerarse Boyle y no Mariotte como el des- 
cubridor de la ley que ordinariamente lleva el nombre de Mariotte. 
Sí, y debe también agregarse que Boyle ya sabía que la ley era 
aproximada, hecho que parece habérsele escapado a Mariotte. 

El método seguido por Mariotte para la determinación de la 
ley es muy simple. Llenaba sólo parcialmente un tubo de Torriceli, 
medía el volumen del aire sobrante y completaba la experiencia 
de Torricelli. Obtenia así un nuevo volumen para la misma can- 
tidad de aire y medía su presión por diferencia entre la columna 
de mercurio y la columna barométrica. 

Para la compresión del aire, Mariotte aplicaba un tubo acodado 
con ramas verticales, El más corto, en el que se encontraba el aire, 
tenia su extremidad superior cerrada; el más largo, su extremidad 
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superior abierta (Fig. 85). El volumen del aire se leía en el tubo 
graduado y a la diferencia de nivel del mercurio en ambas ramas 
se agregaba la altura barométrica. Actualmente se realizan ambas 
experiencias de una manera más simple, fijando a una regla gra- 
duada vertical un tubo de vidrio cilíndrico rr cerrado 

en su parte superior (Fig. 86) que va unido a un se- 

m gundo tubo de vidrio 1”, que puede deslizar a lo largo 
de la regla, mediante un tubo de caucho kk. Si se lle- 

na parcialmente el tubo con mercurio se puede obtener 

por desplazamiento de r”r” cualquier diferencia de nivel 


entre ambas ramas de mercurio, mien- 

tras se observa la correspondiente va- 

riación de volumen del aire encerra- 
Pig. 85 da en Tr. 

Mariotte llegó a sus investigacio- 
nes, observando que también una pequeña canti- 
dad de aire, que está totalmente separada del resto 
de la atmósfera, y por tanto no está directamente 
afectada por el peso de ésta, sigue manteniendo 
la columna barométrica como ocurre por ejemplo 
cuando se cierra la rama abierta del tubo baromé- 
trico. La explicación simple que él encontró de in- 
mediato, conslste en que el aire antes del cierre es- 
tá tan comprimido como para equilibrar la presión 
del peso del aire y, por tanto, para ejercer una pre- 
sión elástica equivalente. 

No entraremos aquí en los detalles de la dis- 


n n 


posición y uso de la máquina neumática que se com- . 


prenden fácilmente por la ley de Boyle-Mariotte. 


14. Sólo nos queda por observar que los des- 
cubrimientos aerostáticos se presentaron tan nue- 


Fig, 86. 


vos y maravillosos, que el estímulo intelectual que ellos despertaron 


no debe desestimarse de ninguna manera. 


CAPITULO U 


EL DESARROLLO DE LOS PRINCIPIOS DE LA DINAMICA 


1. Los trabajos de Galilei 


1. Pasemos ahora a discutir los fundamentos de la dinámica. 
Esta es una ciencia completamente moderna. Todo lo que los anti- 
guos, en especial los griegos, pensaron respecto de la Inecánica 
pertenece a la estática; sólo rastros, en su mayor parte errados, 
se encuentran de la dinámica, en ese pensamiento. Esto se ve cla- 
ramente si se consideran simplemente algunas proposiciones de los 
aristotélicos de la época de Galilei Para explicar la caída de los 
cuerpos pesados y la ascensión de los livianos (por ejemplo en los 
líquidos), se suponía que cada cosa busca su lugar, y que el lugar 
de los cuerpos pesados es hacia abajo y el de los livianos hacia arriba. 
Los movimientos se distribuían en naturales, como el movimiento 
de caída, y en violentos, como por ejemplo el movimiento de los 
proyectiles. De escasas experiencias y observaciones superficiales 
deducían lógicamente, en contra de la apariencia, que los Cuerpos 
pesados debían caer más rápidamente y los livianos más lentamente; 
o más exactamente, que los cuerpos de peso mayor caían más 
rápidamente y los de peso menor, más lentamente. Surge de esto, 
en forma suficientemente clara, que los conocimientos dinámicos de 
los griegos eran muy insignificantes. Por otra parte, ya en la anti- 
glúedad las opiniones de Aristóteles encontraron opositores. Espe- 
cialmente, la errada opinión aristotélica que la continuación del 
movimiento de un cuerpo puesto en acción por un choque se debía 
al efecto del aire que simultáneamente se ponía en movimiento con 
él, dió lugar a críticas atinadas. De acuerdo a las investigaciones 
de Wohlwill, fué Filoponos, un escritor del siglo VI, quien expre- 
samente $e opuso a ese Último modo de ver, contrario a todo sano 
instinto. ¿Por qué la mano, moviéndose, debía tocar la piedra si 
el aire cuida de todo? Esta pregunta natural de Filoponos no dejó 
de tener influencia sobre Leonardo, Cardano, Benedetti, Giordano 
Bruno y Galilei. También Filoponos 5e opone decididamente a la 
afirmación que los cuerpos de peso mayor caen más rápidamente, 
atrayendo al mismo tiempo la atención sobre el testimonio de los 
sentidos. Finalmente, muestra Filoponos un rasgo moderno al negar 
toda fuerza al lugar en si, atribuyendo en cambio a los cuerpos 
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la tendencia a conservar su ordenación. (Véase Wohlwill, Ein Vor- 
gánger Galileis im 6. Jahrhundert. Physik, Zeitschrift von Riecke 
und Simon, 7. Jabrg., Nr. 1, pág. 23 - 32). 

Un predecesor muy importante de Galilei, del cual ya en otra 
ocasión hemos hablado, es Leonardo da Vinci (1452 - 1519). Pero 
sus trabajos no tuvieron ocasión de ejercer influencia sobre la mar- 
cha de la ciencia, pues recién fueron conocidos parcialmente, después 
de la publicación de Venturi (1797). Leonardo conocía la relación 
de los tiempos de caída según la longitud y según la altura de un 
plano inclinado. Quizá deba atribuírsele también el conocimiento 
de la ley de inercia. En ningún hombre normal falta un cierto 
conocimiento instintivo de la persistencia de todo movimiento ini- 
ciado. Leonardo parece haber ido un poco más lejos, Sabe que, 
de una columna de dados, se puede proyectar uno fuera de la 
columna sin perturbar al resto; sabe que en un cuerpo en movi- 
miento, cuando la resistencia es menor el movimiento se prolonga; 
aunque supone que el cuerpo quiere completar una longitud de 
camino predeterminada por el impulso y nunca habla de la persis- 
tencia, cuando falta completamente la resistericia (véase Wohlwill, 
Biblioteca Mathematica, Stockholm, 1888, pág. 19). 

Benedetti (1530 - 90), un predecesor inmediato de Galilei, co- 
noce la aceleración del movimiento de caída y la refiere a la suma 
de los impulsos de la gravedad durante el tiempo de caída, así como 
la elevación en el lanzamiento de una piedra con la honda se refiere 
a la frecuencia del impulso. Según Benedetti, tal impulso tiene la 
tendencia de lanzar el cuerpo en línea rocta. Un cuerpo que glra 
horizontalmente se acerca lentamente a la tierra, y por ello su peso 
parece poco a poco aumentar. Un trompo que gira no Cae, sino que 
se mantiene sobre la punta del eje, porque esa parte tiene la ten- 
dencia a escapar en un sentido horizontal, tangencial y normal al 
eje, y no la de acercarse a la tierra. La continuación del movi- 
miento de un cuerpo arrojado no la atribuye Benedetti a la influencia 
del aire, sino a una “*virtus impressa”, sin lograr sin embargo llegar 
a una completa claridad en el problema (G. Benedetti, Sulle pro- 
porzioni dei moti locali, a Venezia 1553. Divers. speculat. math. 
et physic. liber, Taurini, 1585). 


2. En sus trabajos juveniles (en Pisa), que son conocidos a 
través de nuevos trabajos críticos, se muestra Galilei como oposi- 
tor de Aristóteles, como partidario del “divino” Arquímedes y como 
inmediato sucesor de Benedetti, a quien sigue, tanto en la manera 
de plantear las cuestiones como, frecuentemente, también en la ma- 
nera de discurrir, aunque no lo cita. Como Benedetti, Galilei supone 
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en el tiro una “vis impressa”, gradualmente decreciente. Cuando 
el proyectil se dirige hacía arriba, entonces la via impressa conduce 
una “liviandad”, cuando ésta disminuye, la gravedad tiene un cre- 
ciente predominio hacia abajo y el movimiento de caída es acele- 
rado. En esta concepción coincide Galilei con el astrónomo antiguo 
Hiparco (del IM siglo a. C.), mientras que la concepción de Benedetti 
sobre la aceleración de czída no es correcta. Según IHiparco y 
Galilei, después de la completa superación de la vis impressa, el 
movimiento de caida debía ser precisamente uniforme. 


En las anteriores ediciones de esta obra se tomó como Iunda- 
mento para el estudio de las investigaciones de Galilei, su obra 
final “Discorsi e dimostrazioni matematiche” (1638), mientras que 
los apuntes originales que se conocieron más tarde conducen a Cón- 
cepciones algo distintas en su proceso evolutivo, respecto de las 
cuales me atendré en lo czencial 2 E. Wohlwill (“Galilei und sein 
Kampf fúr die Kopernikanische Lehre”, Hamburg u. Leipzig, 1909). 
En la época más madura y fecunda de su estada en Padova, aban- 
donó Galilei la cuestión del “porcué”, preguntándose más bien 
el “cómo” de los múltiples movimientos accesibles a la observación. 
La consideración de la trayectoria de tiro, su concepción como una 
combinación de un movimiento Eorizontal uniforme con un movi- 
miento de caída arelerado le permitió reconocer en esa trayectoria 
una parábola y de ehi la proporcionalidad de los espacios de caída 
con el cusdrado de los tiempos de caída. Las investigaciones está- 
ticas del plano inclinado lo condujeron a la consideración de la 
caída sobre el mismo, y también a la observación de las oscilaciones 
del péndulo. De la reunión de estas últimas observaciones y expe- 
riencias, resulta, como eonsecuencia, que un cuerpo que ca€ sobre 
una sucesión de planos inclinados, debida a la velocidad de caída 
adquirida, puede elevarse nuevamente sobre otra serie cualquiera 
de planos inclinados hasta la altura primitiva, o, €n otras palabras, 
que la velocidad adquirida en la caída sólo depende de la altura 
de la caída, Finalmente, Galilei logra dar una definición del movi- 
miento uniformemente acelerado que muestra las propiedades del 
movimiento de caída, y de la cual recíprocamente pueden deducirze 
todos los teoremas auxiliares provisorios que lo habian conducido 
a su concepción. 

G. Vailati, que se ha ocupado de entrar en la estimación de 
los trabajos de Benedetti (“Ati della R. Acad. di Torino”, vol 
XXXHn, 1898), reconoce que el servicio fundamental prestado por 
Benedetti, es el de haber sometido las opiniones aristotélicas 8 
pruebas y correcciones matemático-críticas, tratando de descubrir 
sus contradicciones internas, Con lo cual preparó el camino para 
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los progresos ulteriores. Reconoció como inadmisible la frecuente 
suposición de los aristotélicos de que la velocidad de caída era inver- 
samente proporcional a la densidad del medio ambiente, y que sólo 
era posible en casos particulares. Sea la velocidad de caída pro- 
porcional a p— q, donde p es el peso del cuerpo y q el empuje 
que significa el medio. Si, por ejemplo, en un medió de densidad 
doble aparece una velocidad de caída la mitad, entonces debe cum- 
plirse la igualdad p-—4q=2(p—2q), que sólo se verifica para 
p= 3q. Para Benedetti no existen cuerpos livianos en sí; atribuyó 
también al aire un peso y un empuje. Según su opinión cuerpos 
de desigual magnitud, de la misma materia, caen con igual velo- 
cidad. Para deducirlo, Benedetti imaginó cuerpos iguales de esa 
especie que caían, uno al lado del otro, ya libres o ya unidos, lo 
que no podía hacer variar al movimiento. Se acerca con esto al 
modo de pensar de Galilei, aunque éste profundizó mucho más la 
cosa. Sin duda Benedetti cae en no pocos errores. Creía que la 
velocidad de caída de cuerpos de igual magnitud e igual forma, 
era proporcional a su peso, a su densidad. Son interesantes sus estu- 
dios sobre la oscilación de un cuerpo, a ambos lados del centro de 
la tierra, en un canal que atraviesa diametralmente la tierra, y 
en los que habría poco que suprimir. No resuelve completamente 
el problema, pero prepara su solución. Especialmente promueve el 
conocimiento de la ley de la persistencia. 

3. Con respecto a la definición del movimiento uniformemente 
acelerado, Galilei titubeó mucho tiempo. Ante todo designó como 
movimiento uniformemente acelerado aquél en el cual los incre- 
mentos de la velocidad eran proporcionales a los caminos recorri- 
dos; en un fragmento de 1604 (Edizione Nazionale, VII, pág. 
373 - 374) y en una carta a Sarpi de la misma época, sostenía que 
tal cosa correspondía a todos los hechos, lo que sin embargo era 
una ilusión. Hacia 1609, según Wohlwill, habría probablemente su- 
perado ese error y definido el movimiento uniformemente acelerado 
por la proporcionalidad de la velocidad con la duración del movi- 
miento. Rechaza ahora la primera concepción y los inoportunos fun- 
damentos sobre los que la había supuesto. Igual que en las ante- 
riores ediciones, volveremos más adelante en este libro sobre la 
explicación natural de esta conducta. Si consideramos ahora cuál 
fué la herencia que Galilei ha legado a nuestro pensamiento actual, 
se verá claramente que él se ha dejado guiar por hipótesis que 
hoy pueden concebirse como consecuencias mediatas o inmediatas 
de su ley de caída, lo que es el mejor elogio en favor de sus 
condiciones de investigador y de su fina sagacidad. Que Galilei 
haya llegado al conocimiento del movimiento de caída como uni- 
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formemente acelerado, ya por la consideración de la parábola de 
tiro o ya por otro camino, es indudable que él sometió la ley de 
caída también a la prueba experimental. Salvati, el principal par- 
tidario de la teoría de Galilei en los diálogos, nos asegura su rei- 
terada participación en los experimentos y nos los describe exatta- 
mente (* Le opere di Galilei”, Edizione Nazionale, VIH, pág. 212-213). 

La suposición de ser la velocidad proporcional al tiempo de 
caída, era muy difícil de probar directamente. En Cambio, era 
más fácil investigar según qué ley el espacio de caída crece con 
el tiempo de caída; por tanto dedujo de su hipótesis la relación 
entre el espacio de caída y el tiempo de caida y sometió esa rela- 
ción a la experiencia. Esa deducción es simple, intuitiva y com- 
pletamente correcta. Sobre una recta 
determina segmentos representativos de 
los tiempos transcurridos. Por los ex- B 
tremos de esos segmentos levanta per- H 
pendiculares (ordenadas) que represen- F D 
tan las velocidades adquiridas. Enton- 
ces un segmento cualquiera OG de la 0 
recta OA (Fig. 87) representa el tiempo ECC 
de caída transcurrido y el segmento per- Fig. 87. 
pendicular GH la velocidad adquirida. 

Si se tiene en cuenta el comportamiento de la velocidad, obser- 
vemos con Galilei lo siguiente. Consideremos el momento C para 
el cual ha transcurrido la mitad OC del tiempo de caída OA; vemos 
que también la velocidad CD es la mitad de la velocidad final AB. 


pues considerar reducido el espacio de caída al de un movimiento 
uniforme, con la velocidad mitad de welocidad final. Tomando esa 
velocidad final v proporcional al tiempo de caida t obtenemos 
v = gt donde g significa la velocidad final adquirida en la unidad 
de tiempo (la llamada aceleración). El espacio de caída está dado 


gt gt pm z 
entonces por $ =—— 0 $="7" Este movimiento, según cuya 
2 2 


hipótesis en tiempos iguales la velocidad sufre siempre iguales incre- 
mentos, se llama movimiento uniformemente acelerado. 
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Si reunimos los tiempos de caída, las velocidades finales y los 
espacios recorridos, obtenemos la siguiente tabla: 


t v s 
g 
1. lg 1x1.— 
2 
g 
2. 2g 2x2.— 
2 
g 
3. 39 3X3.— 
2 
g 
4. 4g 4x4,.— 
2 
g 
t tg txt.— 
2 


4. La relación entre t y s puede comprobarse experimental- 
mente y Galilei procedió a tal comprobación de la manera que ahora 
describiremos. 

Debemos previamente hacer notar que ninguno de los conoci- 
mientos y conceptos que hoy nos son familiares, lo eran entonces y 
que fué Galilei mismo quien por primera vez nos los hizo conocer. 
De ahí que él no podía proceder, como lo hacemos hoy y que siguiera 
un camino diferente. Ante todo trató de retardar el movimiento de 
caída para poderlo observar con más exactitud. Observó esferas que 
rodaban por un plano inclinado (a lo largo de ranuras), suponiendo 
que ese movimiento disminuía la velocidad sin alterar la forma de 
la ley de caída. Tomando el extremo de la ranura a longitudes 1, 4, 
9, 16...; los tiempos respectivos de caída debían estar representados 
por los números 1, 2, 3, 4..., lo que comprobó. Galilei efectuó la 
observación de esos tiempos de una manera extremadamente inge- 
niosa. No había entonces los relojes del tipo de hoy, pues ellos fue- 
ron precisamente posibles gracias a los conocimientos dinámicos 
fundados por Galilei. Los relojes mecánicos entonces en uso, eran 
muy imprecisos y sólo útiles para medir grandes intervalos de tiem- 
po. Fuera de ellos se usaban relojes de agua o de arená, que prove- 
nían de la antigúedad. Galilei construyó uno de estos relojes de una 
manera muy simple, adecuándolo especialmente para medidas de 
pequeños intervalos de tiempo, que por lo demás no eran frecuentes 
en esa época. Consistía en un vaso de gran sección, con agua, en 
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cuyo fondo había una pequeña abertura que se podía cerrar con 
el dedo. En cuanto la esfera iniciaba su movimiento por el plano 
inclinado, abría el orificio y dejaba que el agua cayera sobre una 
balanza; cuando la esfera terminaba su trayectoria, volvía a ce- 
rrarlo. Como la presión debido a la altura del líquido no variaba 
sensiblemente debido a la gran sección, el peso del agua era pro- 
porcional al tiempo. Pudo entonces mostrar efectivamente que mien- 
tras los tiempos crecían uniformemente, los espacios de caída pro- 
gresaban en forma cuadrática. La experiencia confirmaba pues a 
una consecuencia de la hipótesis y, por tanto, a la hipótesis misma. 

Para comprender cabalmente el proceso mental de Galilei, de- 
bemos recordar que antes de la experimentación, él ya estaba en 
posesión de experiencias instintivas. La caída libre de un cuerpo se 
sigue tanto más difícilmente con la vista cuanto mayor y más larga 
es esa caída. Así mismo es más sensible el choque con la mano que 
lo recibe y más fuerte el ruido al golpear con un objeto. La velo- 
cidad crece entonces con el tiempo de caída y con el espacio de 
caida. Pero para el uso científico, las representaciones mentales de 
las vivencias sensibles deben tomar la forma de conceptos. Sólo así 
pueden ser utilizadas en la búsqueda de una propiedad dependiente 
de un hecho o completar una propiedad parcialmente dada, mediante 
una abstracta construcción cuantitativa, basada en una apreciación 
abstracta de la propiedad caracterizada. Estas formas Se obtienen 
destacando lo que se considera más importante, prescindiendo de lo 
accesorio, por abstracción, por idealización. La experiencia decide, 
si tal conformación satisface. Sin una idea preconcebida cualquiera, 
es fundamentalmente imposible toda experiencia pues la forma de 
ésta está dada por aquella. Pues ¿qué y cómo debemos experimen- 
tar si no hiciéramos de antemano alguna conjetura? De las expe- 
riencias previas depende el modo de completar los experimentos. 
Los experimentos confirman, modifican o refutan las conjeturas. El 
investigador moderno, de modo análogo, se planteará la cuestión: 
¿De quién es función 1? ¿Qué función es t de v? Galilei la plantea 
en su forma ingenuamente primitiva: ¿es U proporcional a S, es Y 
proporcional a t? Procede entonces sintéticamente, por tanteos, y 
logra igualmente su objeto. Los métodos rutinarios, escolares, son 
recién el resultado de la investigación y no pueden estar ya com- 
pletamente desarrollados y a nuestra disposición desde los prime- 
ros pasos que el genio emprende. (Compárese “Uber Gedankenex- 
perimente”, Zeitschr. f. d. physik. u. chem. Unterricht, 1897, 1; 
“Erkenntnis und Irrtum”; 2. Autl., Leipzig, 1906). 


5. Con el objeto de representarse la relación entre el moVvi- 
miento en el plano inclinado y la caída libre, Galilei supone que un 
cuerpo que cae desde la altura de un plano inclinado alcanza la 
misma velocidad final que la de un cuerpo que recorre su longitud. 
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Es esta una hipótesis que nos parece algo arriesgada, pero en la 
manera como Galilei la estableció y logró, se torna muy natural. 
Trataremos de exponer simplemente el camino según el cual llegó 
a ella. Dice: si un cuerpo cae libremente, adquiere una velocidad 
proporcional al tiempo de caída. Imaginemos ahora, después de su 
caída, que la velocidad se invierta y se dirija hacia arriba, veremos 
entonces que el cuerpo se eleva. Advertimos que este segundo mo- 
vimiento es, por decirlo así, la imagen por reflexión del anterior. 
Si antes la” velocidad crecía proporcionalmente al tiempo de caída, 
ahora disminuye en la misma proporción. Cuando el cuerpo se eleva 
tanto como había descendido y logra entonces nuevamente la altura 
de donde había partido, su velocidad se habrá anulado. Recono- 
cemos, por tanto, que la velocidad de caída adquirida por un cuerpo 
le permite subir a una altura igual a la de su caída. Por otra parte, 
si un cuerpo que cae por un plano inclinado pudiera adquirir una 
velocidad con la cual lograra, en otro plano diferentemente incli- 
nado, elevarse a una altura mayor de aquella de la cual ha caído, 
podría obtenerse, mediante el peso mismo de los cuerpos, que éstos 
se elevaran. Esta hipótesis, de que la velocidad de caída adquirida 
depende simplemente de la altura de caída vertical y es indepen- 
diente de la inclinación de la trayectoria, no contiene pues nada más 
que la concepción lógica y el reconocimiento del hecho, que los 
cuerpos pesados no tienen la tendencia a elevarse, sino a descender. 
Si se supiera entonces que un cuerpo que cae a lo largo de un plano 
inclinado, adquiriera una velocidad algo mayor que la obtenida en 
la caída vertical, bastaría hacerle recorrer con esa velocidad adqui- 
rida otro plano inclinado o un plano vertical para lograr elevarlo a 
una altura vertical mayor. Si, en cambio, la velocidad adquirida 
fuera menor, bastaría simplemente invertir el proceso y se llegaría 
al mismo resultado. En ambos casos podríamos elevar cada vez más 
un cuerpo pesado y éste podría, por su propio peso, elevarse inde- 
finidamente sin más que hacerlo pasar por una sucesión de planos 
inclinados, hecho que contradice nuestro conocimiento instintivo 
de la naturaleza de los cuerpos pesados. 


6. También en este caso Galilei no se ha limitado al examen 
lógico y filosófico de su hipótesis, sino que la quiso confrontar con 
la experiencia. 

Tomó un péndulo simple formado por un hilo con una esfera 
pesada. Si se elevaba ésta, manteniendo tendido el péndulo, hasta 
úna cierta altura y en un cierto plano horizontal, y se le dejaba 
caer, subía por el otro lado a la misma altura. Si tal cosa no ocurria 
exactamente reconoció fácilmente Galilei que la causa de la dife- 
rencia de altura residía en la resistencia del aire. Se comprobaba, 
por lo demás, que esa diferencia era menor en una esferita de corcho 


que en una esfera más pesada. Prescindiendo pues de esta resis- 
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tencia, el cuerpo alcanza de nuevo la misma altura. Ahora bien, el' 

movimiento del cuerpo pendular sobre un arco de círculo puede' 

considerarse como una caída sobre una serie de planos inclinados- 

de diferente inclinación. Se puede ahora, con Galilei, elevar fácil- 

mente el cuerpo por otro arco, €s decir por otra serie de planos 

inclinados. Lo logramos fijando un clavo fo yg (Fig. 88) a un lado 

del hilo vertical de 

suspensión de manera: 

C que impida a una par-” 

te del hilo realizar la 

segunda mitad del mo- 

vimiento. En cuanto el 

hilo, al llegar a la po- 

sición de equilibrio, se 

encuentra con el cla-- 

vo, el cuerpo que ha 

Eb VS E caído según ba se ele-: 

va según otra serie de: 

planos inclinados des- 

a cribiendo el arco am: 

Fig. $8 o an. Si en la veloci- 

dad de caída tuviera. 

alguna influencia la inclinación de los planos, el cuerpo no po- 

dría elevarse hasta el mismo plano horizontal de donde ha caído: 

Pero eso ocurre. Puede acortarse arbitrariamente el péndulo en la 

segunda semioscilación, sin más que bajar suficientemente el clavo; 

no obstante el fenómeno se mantiene. Si el clavo h se fija tan bajo 

como para que el resto del hilo ya no alcance al plano E, la esfera 

sobrepasará al clavo y enrollará el hilo en él, pues aún le: queda un 

exceso de velocidad cuando alcanza la mayor altura que le és po- 
sible alcanzar. : 

7. Si se supone entonces que un cuerpo en un plano inclinado 
adquiere la misma velocidad final recorriendo la altura o recorrien- 
do la longitud del plano inclinado, suposición que no contiene sino el 
hecha de que la velocidad adquirida por 
un cuerpo que cae le permite volver a A AS 
elevarse a la misma altura desde donde ; 
ha caído, se llega muy fácilmente con | Mea mi 
Galilei a la conclusión que los tiempos B C: 
de caida según la altura y según la lon- Fig. 89. : 
gitud del plano inclinado son simple- e 
mente proporcionales a la altura y a la longitud de ese plano; 
o también que las aceleraciones son inversamente proporcionales a 
esos tiempos de caída. Será entonces la aceleración sobre la altura 
a la aceleración sobre la longitud como la longitud es a la altura.; 
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Sean AB y AC la altura y la longitud del plano inclinado (Fig. 89). 
Sean recorridas ambas con movimientos uniformemente acelerados 
en los tiempos t y t' y sea v la velocidad final. Será 


D v AB t 
AB=-—+t y AC3—*Ú, —z=z-—. 
2 2 


Si se llaman y y 9” las aceleraciones sobre la altura y sobre la lon- 
gitud, es entonces 


g t AB 
v=gt y v=g'f, de donde — — — = —— =S€N 0, 
g to AC 

De esta manera se puede pues deducir de la aceleración sobre 
el plano inclinado, la aceleración en la caída libre. 

Algunos corolarios que deduce Galilei han pasado a los trata- 
dos elementales. Las aceleraciones sobre la altura y la longitud son 
inversamente proporcionales a éstas. Si entonces se deja caer un 
cuerpo a lo largo de un plano inclinado y, al mismo tiempo, otro 
libremente según la vertical, y se pregunta acerca de los segmentos 
recorridos en iguales tiempos por ambos cuerpos se encuentra sim- 
plemente la solución trazando desde B la perpendicular a la longi- 
tud (Fig. 90) Entonces, mientras un Cuerpo recorre la altura, el otro 
recorre el segmento AD sobre el plano inclinado. 


AD 


B C 


Fig. 90. Fio. 91 


Si se traza una circunferencia de diámetro AB (Fig. 91), ésta 
pasa por D pues en D tenemos un ángulo recto. Vemos ahora que si 
por A trazamos un número cualquiera de planos diferentemente in- 
clinados AE, AF, las cuerdas AG, 4H, que pasan por el extremo su- 
perior del diámetro son recorridas por los cuerpos que caen €n el 
mismo tiempo que la vertical misma. Como en esta construcción sólo 
son esenciales las longitudes y las inclinaciones, podemos trazar las 
cuerdas también por el otro extremo del diámetro y decir en gene- 
ral: El diámetro vertical de una circunferencia es recorrido en el 
mismo tiempo que cualquier cuerda de ese círculo trazada por un 
extremo del diámetro. 


DESARROLLO DE LA MECANICA 117 


Agreguemos algunos otros corolarios que no figuran ordinaria- 
mente en los libros elementales en la elegante forma en que Galilei 
los dió. Imaginemos en un plano vertical, distintas acanaladuras di- 
ferentemente inclinadas respecto del horizonte, que parten del mis- 
mo punto A (Fig. 92) y coloquemos en este punto cuerpos pesados 
que dejamos caer simultáneamente. En cada instante todos los cuer- 

pos se encontrarán siempre sobre 
A una circunferencia. Cuando ha 
z S transcurrido un largo intervalo se 
encontrarán en una circunferencia 
de gran radio, creciendo precisa- 
mente los radios proporcionalmen- 
te a los cuadrados de los tiempos. 
Sh ahora las acanaladuras no €s- 
tán en un plano, sino que llenan 
completamente el espacio debajo 
del plano horizontal trazado por Á, 
los cuerpos se encontrarán siem- 
V pre sobre esferas cuyos radios Cre- 
Fig. 92. cen proporcionalmente al cuadrado 
del tiempo. Para comprobarlo bas- 

ta girar la figura alrededor de la vertical AV. 


8. Brevemente queremos insistir que Galilei no ha dado en 
verdad una teoría del movimiento de caída, sino que más bien, ha 
comprobado e investigado sin prejuicios, el fenómeno del movi- 
miento de caída. 

Por este proceder, adaptando gradualmente sus pensamientos a 
los hechos y prosiguiéndolos en todas sus consecuencias, ha encon- 
trado una idea que, quizá menos para sí mismo que para la mayoría 
de sus sucesores, se presenta como una nueva ley. En todas sus Con- 
sideraciones, Galilei sigue un principio, de gran provecho en la cien- 
cia, que con justicia podría llamarse principio de continuidad. Si se 
ha logrado una cierta concepción en un caso particular, se modifican 
mentalmente y porn a poco las circunstancias de ese casó hasta 
donde se pueda, tratan- 
do de mantener en lo Á Cc D E 3 
posible la concepción ad- 
quirida. Ningún méto- 
do y sobre todo tan sim- 
ple, podría conducir a la B H 
concepción de los fenó- Fig. 93. 
menos naturales con me- ] 
nor esfuerzo de entendimiento y de inteligencia. 

Un caso particular mostrará más claramente nuestro pensa- 
miento, que estas consideraciones generales. Galilei considera UN 


:118 ERNST MACH 


cuerpo que cae a lo largo del plano inclinado AB (Fig. 93) y lo 
coloca sobre otro, por ejemplo, BC a lo largo del cual sube debido 
a la velocidad de caída adquirida. Sobre todos los planos BC, BD, 
etc., el cuerpo sube hasta el plano horizontal que pasa por A. Pero 
así como caería por BD con menor aceleración que por BC, él sube 
también por BD con menor retardo. Cuanto más se acercan los pla- 
nos BC, BD, BE, BF al plano horizontal, menor es el retardo de los 
cuerpos sobre los mismos y, con ello, mayor la longitud y la dura- 
ción del movimiento. Sobre el plano horizontal BH ese retardo des- 
aparece totalmente (prescindiendo naturalmente del frotamiento y 
de la resistencia del aire), el cuerpo pues se mueve con velocidad 
constante durante un tiempo infinito y por un espacio infinito. Pro- 
siguiendo entonces Galilei hasta este caso límite, encuentra la la=" 
mada ley de inercia según la cual un cuerpo sobre el cual no actúan 
circunstancias que modifiquen el movimiento (fuerzas), conserva 
indefinidamente su velocidad (y su dirección). Ya volveremos sobre 
esto más adelante. 

E. Wohlwill ha mostrado en un notable estudio (“Die Ent- 
deckung des Beharrungsgesetzes” en Zeitschrift fúr Vólkerpsycholo- 
gie, 1884, XIV, pág. 365-410; XV, pág. 70-135, 337-387) que los pre- 
decesores y contemporáneos de Galilei, y hasta Galilei mismo, sólo 
librándose muy gradualmente de las concepciones aristotélicas, llega- 
ron al conocimiento de la ley de la persistencia. Hasta en Galilei, 
el movimiento circular uniforme y el movimiento horizontal unifor- 
me tienen un significado especial. La investigación de Wohlwill, es 
muy encomiable y muestra que Galilei, en la trayectoria. de su pro- 
pio pensamiento, difícilmente logra una claridad completa y que 
frecuentemente vuelve a viejas concepciones, cosa que por otra parte 
es bien natural. 

Por lo demás, el lector habrá advertido también por mi expo- 
sición, que Galilei no poseía la ley de la persistencia con la claridad 
y generalidad que luego ha adquirido (Compárese “Erhaltung der 
Arbeit”, pág. 47). No obstante, en mis consideraciones creo haber 
señalado, en contra de la opinión de Wohlwill y de Poske, aquellos 
puntos que, tanto en Galilei como en sus sucesores, debieron hacer 
consciente de la manera más clara posible el pasaje de la antigua 
representación a la nueva. Que estuviera próximo a la concepción 
completa lo muestra el hecho de que, sin dificultad, Baliani dedujo 
de la exposición de Galilei la indestructibilidad de la velocidad una 
vez adquirida, como el msimo Wohlwill lo señala (1. e., pág. 112). 
Tampoco choca que Galilei, que trata casi exclusivamente con mo- 
vimientos de cuerpos pesados, aplique con preferencia la ley de 
inercia a movimientos horizontales. Sabe, por lo demás, que una pe- 
lota sin peso continúa su movimiento en línea recta según la direc- 
ción del tiro (Strauss, Dialog úiber die beiden Weltsysteme, Leipzig 
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1891, pág. 184). No debe sorprender que titubee ante la expresión 
general de un teorema, tan extraño a primera vista, 


9. De manera que Galilei ha encontrado efectivamente que el 
movimiento de caída es un movimiento cuya velocidad aumenta pro- 
porcionalmente con el tiempo; es un movimiento llamado uniforme- 


mente acelerado. 

Sería totalmente antihistórico y Un anacronismo querer dedu- 
cir, como ocurre a veces, €l movimiento de caída uniformemente 
acelerado de un efecto constante de la fuerza de la gravedad. “La 
gravedad es una fuerza constante, en consecuencia engendra en igua- 
les tiempos elementales iguales incrementos de velocidad y el movi- 
miento es entonces uniformemente acelerado.” Tal descripción €s 
antihistórica € ilumina falsamente a todo el descubrimiento, puesto 
que fué precisamente Galilei quien creó el concepto actual de fuerza. 
Antes de Galilei sólo se conocía la fuerza como una presión. Ahora 
bien, sin la experiencia jamás puede saberse qué la presión provoca 
en general un movimiento, Y mucho menos cómo se transforma la 
presión en un movimiento, y que la presión no determina ni una 
posición, ni una velocidad, sino una aceleración. Todo eso no puede 
deducirse lógicamente. De esta manera sólo se obtendrían conje- 
turas. Unicamente la experiencia puede enseñarnos satisfactoria- 
mente al respecto. 

10. Que las circunstancias determinantes de Un movimiento 
(fuerzas) determinen aceleraciones, no es de ningún modo evidente. 
Una rápida ojeada a otros dominios de la física lo muestra clara- 
mente. También las diferencias de temperatura determinan cambios 
en los cuerpos, pero mediante las diferencias de temperatura nO 
quedan determinados ajustes de aceleraciones sino ajustes de Vé- 
locidades. 

Galilei discierne en los procesos naturales que las circunstancias 
que determinan movimientos provocan aceleraciones. Antes de él, 
otros habían discernido Cosas. Si se dice qué todo objeto busca SU 
lugar, se formula una observación correcta, Pero tal observación 
ni es terminante ni es válida en todos log casos. Si, Por ejemplo, se 
lanza una piedra hacia arriba, ya no busca su lugar, que €5 hacia 
abajo. Pero la aceleración hacia la tierra y €l retardo hacia arriba, 
que Galilei fué el primero en ver, están siempre presentes. Su obser- 
vación es siempre justa, es válida en general, y abarca mucho mas 
con una sola mirada. 

11. Ya hemos recordado que Galilei descubrió la llamada ley 
de inercia en forma totalmente incidental. Un cuerpo sobre el cual, 
como suele decirse, NO actúa ninguna fuerza, mantiene invariable 
su dirección y Su velocidad. No parece que en Galilei esta ley 


desempeñara un papel especial. Pero sus sucesores, sobre todo 
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Newton y Huygens, la formularon como ley especial, Por último 
se ha llegado hasta a hacer de la inercia una propiedad general de 
la materia. Pero es fácil reconocer que la ley de inercia, de ningún 
modo es una ley especial, sino que está ya contenida en la concep- 
ción de Galilei de que toda circunstancia que determina un movi- 
miento (fuerzas) provoca aceleraciones, 

En efecto, si una fuerza no determina ni un lugar ni una velo- 
cidad, sino una aceleración, es decir una variación de velocidad, 
se comprende que donde no hay fuerza, tampoco tiene lugar una 
variación de velocidad. Y eso no es necesario expresarlo especial- 
mente. Sólo la perplejidad de los debutantes, que se apodera 
también de los grandes investigadores cuando se encuentran ante 
un cúmulo de nuevos materiales, puede lograr que el mismo hecho 
se represente como dos hechos diferentes y se le formule de dos 
maneras distintas. 

En todo caso, es erróneo representar la inercia como algo evi- 
dente por sí mismo, o deducirla del principio general “el efecto de 
una causa persiste.” Sólo una falsa tendencia hacia el rigor puede 
conducir a tales errores. Con la introducción de tales proposiciones 
escolásticas nada se logra en estos dominios. Pues es fácil con- 
“'vencerse que la proposición contraria “cessante causa cessat efectus” 
se adapta igualmente. Si llamamos “efecto” a la velocidad adqui- 
rida, es válida la primera proposición, si llamamos a la aceleración 
“efecto”, entonces vale la segunda. 


12. Consideremos ahora las investigaciones de Galilei desde 
otro punto de vista. El comenzó esas investigaciones con los con- 
ceptos comunes en su tiempo y desarrollados principalmente por 
la técnica. Uno de esos conceptos es el concepto de velocidad, pro- 
porcionado fácilmente por el movimiento uniforme. Si en cada 
segundo un cuerpo recorre el mismo espacio c, después de ft se- 
gundos el espacio recorrido es s —Cf. Si el camino Cc recorrido en 
un segundo lo llamamos velocidad, éste se puede encontrar también 
observando un espacio cualquiera de camino y el tiempo corres- 


Ss 
pondiente mediante la ecuación ec = 


, y por tanto dividiendo 


la medida del camino recorrido por la medida del tiempo trans- 
currido. 

Pero Galilei no podía completar sus investigaciones sin modi- 
ficar y ampliar tácitamente el concepto tradicional de velocidad. 
Representemos por comodidad en 1 (Fig. 94) un movimiento uni- 
forme y en 2 uno no uniforme, tomando en OA como abscisas los 
tiempos transcurridos y según AB, como ordenadas, los espacios 
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recorridos. Si en 1 se divide el incremento de camino por el 
correspondiente incremento de tiempo, se obtiene siempre para la 
velocidad el mismo valor. Si en cambio se quiere proceder igual- 
mente en 2 se obtendrían valores tan diferentes que el concepto 
ordinario “velocidad” en este caso no tiene ningún sentido deter- 


B ) 
1. 2 AS 


0 at AO at A 


Fig. 91. 


minado. Pero si se considera el incremento de camino en un inter- 
valo de tiempo suficientemente pequeño, como para qué el elemento 
de curva en 2 se aproxime a una recta, entonces ese elemento de 
movimiento puede verse como uniforme y definir su velocidad como 


el cociente del elemento de espacio por el correspondiente 


elemento de tiempo. Puede todavía definirse más exactamente la 
velocidad en un instante como el límite al cual tiende el cociente 


As 
At 


para elementos infinitamente pequeños y que se designa 


ds 
Este nuevo concepto contiene el anterior como caso 


por 

dt 
particular y, sin más, Se aplica al movimiento uniforme. Aunque 
este concepto ampliado sólo se formuló expresamente mucho después 
de Galilei es fácil ver que éste lo aplicó en sus reflexiones. 

13. Un concepto totalmente nuevo, al cual fué conducido Ga- 
lilei, es el concepto de aceleración. En los movimientos uniforme- 
mente acelerados crecen las velocidades Con el tiempo siguiendo 
la misma ley que el camino y el tiempo en el movimiento uniforme. 
Si llamamos v la velocidad adquirida después del tiempo t, entonces 
v=gt. Aquí y representa el incremento de velocidad en la unidad 
de tiempo o la aceleración que se obtiene también por la ecuacion 
g= ESA . Para movimientos no uniformemente acelerados este con- 

t 
cepto de aceleración debe conducir a una extensión semejante A la 
del concepto de velocidad. Si imaginamos en 1 y 2, nuevamente, 
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los tiempos como abscisas, pero las velocidades como ordenadas, 
podemos repetir totalmente las consideraciones anteriores y definir 


dv 
la aceleración por 


, donde dv representa un incremento infi- 


nitamente pequeño de velocidad y dt el correspondiente incremento 
de tiempo. Y para la aceleración de un movimiento rectilíneo 
tenemos también con la notación del cálculo diferencial 


dv d?s 


dt dt2 
Los conceptos aquí desarrollados no carecen de intuitividad. 
Si se llevan los tiempos como obscisas y los espacios como ordenadas, 
se reconoce que en cada instante la pendiente de la curva repre- 
sentativa del camino mide la velocidad. Si de igual manera se 


E 
D 
ii 
0D A B a b cd e 


Fig. 95. Fig. 9. 


representan tiempos y velocidades, entonces la aceleración instan- 
tánea se mide por la pendiente de la curva representativa de la 
velocidad. Mas el comportamiento de esta última pendiente puede 
verse también en la curvatura de la curva representativa del espa- 
cio, como surge de las siguientes consideraciones. Imaginemos, de 
la manera habitual, representado un movimiento uniforme por la 
recta OCD (Fig. 95). Comparémoslo con el movimiento OCE cuya 
velocidad es mayor en la segunda mitad del tiempo y con otro 
movimiento OCF cuya velocidad es respectivamente menor. Tene- 
mos entonces para el tiempo OB= 204, en el primer caso, una 
ordenada mayor que BD= 2 AC y en el segundo caso una menor. 
Ahora bien, se reconoce sin dificultad que al movimiento acelerado 
corresponde una curva representativa de los espacios convexa hacia 
el eje de las abscisas o de los tiempos, mientras que al movimiento 
retardado corresponde una curva cóncava. Si imaginamos que la 
punta de un lápiz animada de un movimiento cualquiera en la 
dirección vertical y que se apoya sobre un papel que durante el 
movimiento se desliza de derecha a izquierda uniformemente, po- 
dremos leer en el diagrama que dibuje (Fig. 96) las peculiaridades 
del movimiento. En a la velocidad del lápiz está dirigida hacia 
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arriba, en b es mayor, en C €8 = 0, en d está dirigida hacia abajo 
y ene de nuevo es —0. La aceleración está dirigida hacia arriba 
en a, b, d, e; dirigida hacia abajo en C y €5S máxima en c y en e. 

14. €i queremos resumir lo que ha encontrado Galilei, la ma- 
nera más clara de hacerlo es mediante la tabla que contenga la 
lista de los tiempos, las velocidades adquiridas y los espacios re- 
corridos respectivos. 


A A A 

1 g === 
2 
g 

2 29 4— 
2 
g 

3 39 9— 
f a 

t tg NÍTAS 
2 


Pero como el contenido de esta tabla prosigue según una ley muy 
sencilla, se reconoce de inmediato que no está de más sustituir toda la 
tabla por una regla de construcción de la tabla. Si se observa la co- 
ñexión entre la primera y segunda columna, ella puede representarse 
por la ecuación v = gt, que en el fondo no es sino la indicación de C0- 
mo construir la tabla. La conexión entre la primera y tercera colum- 


gt? 
nas está dada por $ == * Entonces puede representarse la cone- 
2 e 
xión entre la segunda y tercera columna por $ — ere . De las tres 
ecuaciones 
gt? y? 
= gt; Ss =——> S=Z-—> 
v=gt,> a Se 


sólo las dos primeras, Sobre la tercera 


Galilei aplicó en verdad lo que realizó 


fué Huygens el primero €n llamar la atención Con 
un considerable progreso. 
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15. Una sugestiva observación puede hacerse de inmediato fren- 
te a la tabla. Habíamos ya dicho que debido a su velocidad adquiri- 
da, un cuerpo podía de nuevo elevarse a la altura de partida, 
disminuyendo su velocidad de la misma manera (respecto del tiempo 
y del espacio) como la había aumentado durante la caída. Ahora 
bien, un cuerpo que cae libremente adquiere en un tiempo de 
caída doble una velocidad doble, pero durante ese tiempo de caída 
doble, cae desde una altura cuádruple. Por tanto, un cuerpo lanzado 
verticalmente hacia arriba con velocidad doble, subirá durante un 
tiempo doble pero alcanzará una altura cuádruple respecto del cuer- 
po lanzado con la velocidad simple. 

Muy poco tiempo después de Galilei se observó que en la velo- 
cidad de un cuerpo se introducía algo correspondiente a una fuerza, 
es decir algo que puede vencer a una fuerza, una cierta “capa- 

cidad de acción”, como fué designado con justeza 

ese algo. Sólo se discutió acerca de si la capacidad 

de acción debía estimarse como proporcional a la 

velocidad o proporcional al cuadrado de la veloci. 

P+p dad. Los cartesianos creían lo primero, los leibni- 

zianos lo último. Se reconoce hoy que sobre esto 
ya no hay nada que discutir. El cuerpo con velo- 
cidad doble supera a una fuerza dada en un tiempo 
doble pero en un estado cuádruple. Por tanto, su 
P capacidad de acción es proporcional a la velocidad 
respecto del tiempo y proporcional al cuadrado de 
la velocidad respecto del espacio. D'Alembert ha 
llamado la atención sobre este error, aunque en 
términos poco claros. Agreguemos que a este respecto Huygens ya 
poseía ideas claras. E 

16. El método experimental mediante el cual hoy se com- 
prueban las leyes de la caída, es algo diferente al de Galilei. Puede 
procederse de dos maneras. O bien se retarda el rápido movimiento 
de caída, que es difícil de observar directamente, a fin de ser 
observado más cómodamente y sin que las leyes experimenten va- 
riación; o bien se perfeccionan los métodos de observación sin 
modificar para nada el movimiento de caída. Al primer camino 
pertenecen la caída por acanaladuras de Galilei y la máquina de 
Atwood. La máquina de Atwood consiste en una polea liviana 
(Fig. 97) sobre la cual pasa un hilo cuyas extremidades están pro- 
vistas de pesos iguales P. Si a uno de los pesos P se le agrega un 
peso pequeño p, este sobrepeso provoca un movimiento uniforme- 


Fig. 97. 


Pp ¿3 Ae 

mente acelerado de aceleración ————— g, como será fácil deducir 
2P +Pp 

cuando hayamos hablado del concepto de “masa”. Es entonces fácil 
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comprobar, mediante una regla graduada unida a la polea, que en 
los tiempos 1, 2, 3, 4... se recorren los espacios 1, 4, 9, 16... Se 
investiga la velocidad final correspondiente a un tiempo dado de 
caída, reteniendo en su camino al peso adicional p mediante un 
anillo, y dejando proseguir el movimiento sin aceleración. 

El aparato de Morin obedece a otro principio. Sobre una hoja 
de papel dispuesta verticalmente que se desplaza uniformemente 


S - 
Fig. 98. Fig. 984» 


mediante un aparato de relojería, un Cuerpo provisto de un lápiz 
describe una recta horizontal. Si, en cambio, el cuerpo cae sin que 
el papel se mueva, describe una recta vertical. Si se combinan 
ambos movimientos aparece una parábola en la cual las abscisas 


horizontales corresponden a los tiempos transcurridos y las orde- 


nadas verticalés a los espacios de caída recorridos. Para las abscisas 
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1, 2,3, 4... se obtienen las ordenadas 1, 4, 9, 16... Es cosa secun- 
daria que Morin, en lugar de una hoja de papel horizontal, use 
un tambor cilíndrico de eje vertical que gira rápidamente. mientras 
el cuerpo cae según una generatriz. Otro método, según este-mismo 
principio, han aplicado independientemente uno de otro, Laborde, 
Lippich y von Babo. Un largo rectángulo de vidrio al negro de 
humo cae vertical y libremente (Fig. 98a), mientras una barra ver- 
tical, que oscila horizontalmente de modo tal que el movimiento 
de caída se inicia cuando ella pasa por su posición de equilibrio, 
dibuja una curva sobre el vidrio. Debidó a la constante duración 
de las oscilaciones y a las crecientes velocidades de caída, las ondas 
dibujadas por la barra son cada vez más largas. En la figura 98 
se tiene bc—3ab, cd—=5ab, de —7 ab, y así sucesivamente. 

La ley de la caída está dada claramente por ab +4 bc=4ab; 
ab 4 bc4-cd=9ab, etc. La ley de la velocidad se comprueba 
mediante las pendientes de las tangentes en los puntos a, b, c, d, etc. 
Si se determina la duración de oscilación de la barra por esta 
experiencia, se obtiene el valor de y con notable exactitud. 

Para la medida de pequeños intervalos de tiempo, Wheatstone 
empleó un mecanismo de relojería de movimiento rápido (cronos- 
copio) que ponía en marcha en el instante inicial y se detenía en 
el instante final. Hipp ha modificado con ventaja este método 
conectando simplemente al mecanismo de relojería muy rápido, 
que se regula con un diapasón de nota alta (en lugar de balancín) 
un índice muy liviano que puede engranarse o desengranarse. El 
engrane se produce mediante una corriente eléctrica. En cuanto 
el cuerpo comienza a caer se abre la corriente (es decir se engrana 
el índice), y en cuanto el cuerpo ha llegado a la meta se cierra la 
corriente (es decir se desengrana); y el tiempo de caída se puede 
leer de acuerdo al camino recorrido por el índice. 

17. De los trabajos ulteriores de Galilei sólo debemos aún men- 
cionar sus reflexiones sobre el movimiento pendular, y su refutación 
de la opinión según la cual los cuerpos de mayor peso caen mas 
rápidamente que los cuerpos de menor peso. Sobre ambos puntos 
tendremos ocasión de volver más adelante. No obstante obser- 
vemos desde ya que Galilei al reconocer la duración constante de 
las oscilaciones del péndulo propuso de inmediato utilizar el péndulo 
simple para el cómputo de las pulsaciones de los enfermos, así como 
en las observaciones astronómicas, y que en parte él mismo lo 
utilizó en ese sentido. 

18. De mayor importancia aún son las investigaciones sobre 
el tiro. Según la concepción de Galilei un cuerpo libre siempre 
posee una aceleración vertical y dirigida hacia la tierra. Si al prin- 
cipio del movimiento, ya posee una velocidad vertical C, su velo- 
cidad después del tiempo ft será v=C-+ gt. Aquí la velocidad 
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inicial hacia arriba debe tomarse negativa. El camino recorrido 
después del tiempo t está representado por 


ge 


s=a+ct+ y 
2. 

gt? 
donde ct y q representan los caminos parciales correspondientes, 


respectivaménte, a los movimientos uniforme y uniformemente ace- 
lerado. LA constante U áebe hacerse =0, si el camino se cuenta 
desde el punto por el cual pasa el cuerpo para el tiempo t=—0. 
Después de haber logrado sus concepciones fundamentales, Galilei 
reconoció fácilmente en el tiro horizontal una combinación de dos 
movimientos independientes entre sí, un movimiento horizontal uni- 
forme y uno vertical uniformemente acelerado. Aplicó entonces el 
principio del paralelogramo de los movimientos. Tampoco el tiro 
oblicuo podía ya ofrecerle esencialmente dificultades. 

Si un cuerpo está animado de una velocidad horizontal € 
(Fig. 99), en un tiempo t recorre un camino horizontal y = Ct, 

gt? 

mientras que en la dirección vertical cae de una longitud Tr = —— +» 


Las circunstancias que determinan los movimientos diferentes no 
se influyen mutuamente y los movimientos que ellas determinan 
son independientes entre sí. Galilei fué conducido a esta hipótesis 
por una cuidadosa consideración de los fenómenos y ella fué con- 
firmada. 

En cuanto a la curva que describe el cuerpo por la combinación 
de ambos movimientos, se encuentra, utilizando las dos ecuaciones 


2 c? , . 
anteriores, Y = ———x. Es una parábola de Apolonio de pará- 
g 


(2 


metro y de eje vertical, como Galilei sabía (Fig. 100). 


9 

Fácilmente se reconoce con Galilei que el tiro oblicuo no cons- 
tituye un caso nuevo. La velocidad € que Sé imprime a un cuerpo 
y que forma un ángulo a con el horizonte, se descompone en la 
componente horizontal c cosa y en la componente vertical c sen a. 
Esta última eleva al cuerpo durante un tiempo t igual al tiempo 
necesario para adquirir esa velocidad en la caída. Es, por E 
€ sen a =— gt. Cuando el cuerpo ha alcanzado su altura ergo E 
componente vertical de su velocidad inicial se ha destrui lo A E 
movimiento prosigue desde S como si fuera UN tiro horizontal. 
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Si se consideran los instantes a igual intervalo de tiempo antes y 
después del pasaje por S, se ve que en ambos el cuerpo se encuentra 
a igual distancia de la vertical que pasa por S y a igual profundidad 


A Y 


c/, 


Xx Á B 


Fig. 99. Fig. 100. 


de la horizontal que pasa por S. La curva es pues simétrica res- 
pecto de la vertical que pasa por £ y es una parábola con eje 
(c cos 0)? 
vertical y de parámetro 
g 

Para encontrar el llamado alcance del tiro basta considerar el 
movimiento horizontal durante el tiempo de ascenso y descenso. 
c sen a 


De acuerdo a lo anterior, para el ascenso ese tiempo es t = 
g 
y es el mismo para el descenso. Entonces el camino recorrido con 
c sen a 
la velocidad horizontal c cos a es w—= 0008 0.2 _—_—_—_——— = 
: g 

e c? 
paa 2 sen a cos a = - sen 2 (. 

g g 

El alcance del tiro es pues máximo para a = 45% e igual para 
los ángulos a = 45% + PO. 

19. Sólo es posible apreciar cabalmente lo realizado por Galilei 
en su análisis del movimiento de los proyectiles, si consideramos 
las antiguas investigaciones al respecto. Santbach (1561) cree que 
una bala de cañón se mueve en línea recta hasta que se agote su 
velocidad y que luego cae verticalmente. Tartaglia (1537) compone 
la trayectoria del proyectil: de una parte rectilínea, de un arco 
de círculo tangente a esa parte y, como segmento final, de la tan- 
gente vertical al mismo. Sabe bien, como Rivius (1582) lo ha 
expresado más claramente, que en verdad la trayectoria es curva 
en todos sus puntos, pues la gravedad provoca constantemente des- 
viaciones, pero sin embargo no llega a un análisis más completo. 
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El trozo inicial de la trayectoria produce fácilmente la falsa apa- 
riencia de la eliminación de la gravedad, debido a la velocidad 
del tiro, cosa que también Benedetti (pág. 108) admitió. En el 
segmento de curva advertimos la ausencia de la caída y olvidamos 
la brevedad del correspondiente tiempo de caída. Dejando de lado 
tales circunstancias es como el hombre moderno puede también 
considerar un chorro de agua como un cuerpo pesado suspendido 
en el aire, cuyas partículas en rápida vibración no toma en consi- 
deración. Igual ilusión provoca el péndulo cónico, el trompo, la 
rápida rotación de una cadena sólida (juguete de Aitken, “Philos. 
Mag.”, 1878), la locomotora que debido al insignificante tiempo 
de trabajo y de caída puede pasar en rápida carrera a través de 
un puente descalabrado, mientras que si permaneciera en él lo 
destruiría. Mediante un análisis completo, estos fenómenos no son 
más sorprendentes que los ordinarios. Como cree Vailati, la creciente 
difusión de las armas de fuego en el siglo XVI, ha actuado nota- 
blemente sobre el estudio del tiro y por su intermedio sobre el de 
toda la mecánica. En esencia esos mismos fenómenos se presenta- 
ban también en las antiguas máquinas de guerra y hasta en el 
tiro a mano, pero sin duda su nueva e imponente forma, ha de 
haber llamado la atención de una manera más efectiva. 


20. El reconocimiento de la independencia mutua de las cir- 
cunstancias que determinan los movimientos que Se presentan en 
la naturaleza (fuerzas), que se adquirió y to- A 8 


mó forma con la investigación del tiro, es im- 
portante. Si un cuerpo se mueve en la direc- 
ción AB (Fig. 101) mientras el espacio, en el D 


cual tiene lugar el movimiento, se desplaza Fig. 101. 

según AC, el cuerpo va entonces de A hacia 

D. Mas esto ocurre si ambas circunstancias, que simultáneamente 
determinan los movimientos AB y AC, no se influyen mutuamente. 
Es fácilmente comprensible que, mediante el paralelogramo, no sólo 
pueden componerse los desplazamientos que tienen lugar, sino tam- 
bién las simultánas velocidades y aceleraciones, 

La concepción de Galilei del movimiento de los proyectiles, 
como un proceso compuesto de dos movimientos distintos e inde- 
pendientes entre sí, conduce a toda una serie de conocimientos 
igualmente importantes. Puede decirse que es tan importante reco- 
nocer la independencia mutua de dos circunstancias A y B, como 
la dependencia de dos circunstancias A y C. Pues recién lo primero 
nos capacita para proseguir sin dificultad la conexión de lo segundo. 
Piénsese cómo fueron trabados los científicos medievales por a 
tesis de dependencias no existentes. Fl descubrimiento de peta el 
puede compararse al del teorema del paralelogramo de las Fuerzas 
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de Newton, al de la composición de las vibraciones de las cuerdas 
de Sauveur, al de la composición de los movimientos del calor de 
Fourier. A través de estos últimos investigadores, el método de 
la composición de fenómenos a partir de fenómenos parciales inde- 
-pendientes entre sí, penetra en todo el campo de la física mate- 
mática bajo forma de la representación de una integral general 
como suma de integrales particulares. P. Volkmann ha designado 
de un modo pertinente la descomposición de un proceso en sus 
partes independientes entre sí, como aislación, y la composición 
de un fenómeno a partir de esas partes como superposición. Ambos 
procesos nos permiten comprender por fragmentos, o reconstruir 
mentalmente lo que nos era inconcebible como un todo. 

“Sólo en casos muy raros se nos presenta el conjunto de los 
fenómenos naturales en forma unitaria, en la mayoría de los casos, 
en cambio, el mundo de los fenómenos importa un carácter com- 
puesto... de ahí que sea una tarea de nuestro conocimiento la de 
concebir los fenómenos que se nos presentan como 'una serie de 
fenómenos parciales y la de estudiar en primer lugar estos fenó- 
menos parciales en toda su pureza. Recién podremos dominar el 
conjunto, cuando conozcamos cómo participa cada circunstancia sin- 
gular en el fenómeno total...” (Véase Volkmann, Erkenntnistheo- 
retische Grundzúge der Naturwissenschaft, 1896, pág. 70. Véase 
además “Prinzipien der Wármelehre”, págs. 123, 151, 452). 


21. Si ahora nos preguntamos cuáles concepciones de Galilei 
han sobrevivido o por lo menos han proporcionado de una manera 
_ permanente ejemplos simples clásicos, encontramos: 


1% la aproximación al concepto de trabajo en las relaciones 
estáticas. En las máquinas no hay ahorro de trabajo; 


2% la exigencia del concepto de trabajo en las relaciones di- 
námicas. Prescindiendo de las resistencias, la velocidad de 
caída sólo depende de la altura de caída; 


3% la ley de la persistencia; 
4% el principio de la superposición de los movimientos. 


22. La fecunda actividad de Galilei sobrepasa los límites de 
la mecánica. Recordemos simplemente los fundamentos de la ter- 
mometría, el proyecto de método para la determinación de la velo- 
cidad de la luz, la comprobación directa de la razón entre el número 
de vibraciones de los intervalos musicales, la explicación de las 
oscilaciones. Le fué suficiente oír hablar del anteojo para redes- 
cubrirlo e improvisar uno con dos lentes y un tubo de órgano. Ese 
instrumento le mostró de inmediato sucesivamente las montañas de 
la Luna cuya altura midió, Júpiter y sus satélites circundantes 
como un modelo diminuto del sistema del mundo, la peculiar con- 
formación de Saturno, las fases de Venus, las manchas y la rotación 
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del Sol como nuevos y más sólidos argumentos a favor de Copér- 
nico. Deben ser mencionadas también sus ideas sobre la estructura. 
geométrica semejante de animales y máquinas, sobre la forma y 
solidez de los huesos; el impulso a los nuevos métodos matemáticos. 
Después de Wohlwill, mostró brevemente Goldbeck ("Galilei Ato- 
mistik”, Bibliot, math., 3. Folge, Bd. 11l Heft 1) que este pensador 
revolucionario no estuvo totalmente exento de influencias antiguas 
y medievales. En especial la primera jornada del Diálogo contiene 
una detallada exposición de las consideraciones atomísticas de Ga- 
lilei, que están en franca oposición a Aristóteles, pero al mismo 
tiémpo se vinculan claramente con Herón. Estas consideraciones 
lo conducen a magníficas explicaciones sobre el continuo, y a es- 
peculaciones místicomatemáticas sobre lo finito y el infinito que, 
si por un lado recuerdan a Nicolás de Cusa, por otro aluden fuer- 
temente a muchas investigaciones matemáticas modernas, total- 
mente desligadas de la mística. No nos debe sorprender que Galilei 
no haya expuesto todos sus pensamientos con completa claridad, 
ni tampoco sus dilaciones en las paradojas, cuya fuerza activa y 
esclarecedora ningún pensador ha dejado de experimentar. 

23. Es en el conocimiento del movimiento acelerado, donde re- 
side el mayor mérito de Galilei. Para completar, veamos todavía las 
investigaciones de P. Duhem (“De Paccelération produite par une 
force constante, notes pour servir A Vhistoire de la dynamique. Con- 
grés international de philosophie”, Genéve, 1905, pág. 859). Sin en- 
trar en los detalles históricos muy interesantes que comunica Duhern, 
exponemos aquí solamente las siguientes reflexiones. Según la doc- 
trina aristotélica, tomada literalmente, una fuerza constante condi- 
ciona una velocidad constante. Pero como la velocidad de caida 
creciente difícilmente escapa, aun a una observación grosera, nace 
la dificultad de poner de acuerdo esta aceleración con la doctrina 
vigente, Según la opinión de Aristóteles, un cuerpo se torna más 
pesado al acercarse al suelo. Como se expresa Tartaglia, también el 
viajero se apresura al acercarse a su meta. El aire que de manera 
equívoca se concibe unas veces como impedimento y otras veces 
nuevamente motor, debe desempeñar ora éste ora aquel papel, para 
hacer compatibles las contradicciones. La capa de aire obstaculiza- 
dora entre el cuerpo y el suelo (según el comentarista Simplicio), 
es mayor al principio del movimiento de caída que al final del mis- 
mo. El “precursor” de Leonardo, vuelve a encontrar que el aire 
puesto una vez en movimiento, es un obstáculo menor para el cuerpo 
que se mueve, El observador ingenuo que veía casi rectilínea la tra- 
yectoria inicial descrita por una piedra lanzada con aceleración ho- 
rizontal u oblicuamente, debía adquirir naturalmente la Impresión 
de ser la gravedad superada por el impulso del a Ya 
pág. 108). De ahí la diferencia entre movimiento natural y violento. 
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Las consideraciones, sobre el tiro, de Leonardo, Tartaglia, Cardano, 
Galilei, Torricelli muestran como, poco a poco, una alternancia de 
movimientos, reputados ambos como fundamentalmente distintos, 
cede frente a una mezcla y simultaneidad de ambos. Leonardo co- 
noce el movimiento acelerado de caída, vislumbra el crecimiento de 
la velocidad proporcional al tiempo, que atribuye a la resistencia 
del aire que sucesivamente disminuye; en cambio no sabe determi- 
nar la exacta relación entre el tiempo y los espacios de caída. Recién 
a mediados del siglo XVI aparece la idea de ser la gravedad la que 
comunica constantemente impulsos a los cuerpos que caen, impul- 
Sos que se agregan a la fuerza impresa ya existente y que, poco a 
poco, van disminuyendo. Este modo de ver fué sostenido por A, 
Piccolomini, J. C. Scaliger, y J. B. Benedetti. Ya Leonardo observa 
de paso que la flecha no es accionada por la cuerda en contacto, 
sólo en el punto de máxima tensión del arco, sino también en las 
otras posiciones (Duhem, 1. C., pág. 882). Pero es recién cuando 
Galilei renuncia al supuesto de una gradual disminución espontánea 
de la “vis impressa” y refiere esta disminución a resistencias ya 
fuerzas opuestas, e investiga el movimiento de caída experimental- 
mente sin ninguna consideración hacia sus causas, cuando pueden 
surgir en forma puramente cuantitativa las leyes del movimiento de 
caída uniformemente acelerado. 

De la exposición histórica de Duhem surge además que Des- 
cartes, independientemente de Galilei, ha prestado al desarrollo de 
los conceptos fundamentales de la dinámica moderna, servicios más 
señalados de los que ordinariamente se admite y hasta de los que 
yo mismo he admitido (ver Cap. II). Por tal enseñanza le quedo 
en verdad agradecido. Durante su estada en Holanda (1617-19) en 
compañía de Beckmann, Descartes se ocupó de la aceleración de la 
caída, refiriéndose a las investigaciones de Cardano y probablemen- 
te también a las de Scaliger y Benedetti. Conoció, como resulta de 
Una carta escrita a Mersenne en 1629 antes de la publicación de 
Galilei, completamente la ley de inercia, (E. Wohlwill en “Die 
Entdeckung des Beharrungsgesetzes”, pág. 142, 143, considera como 
posible una incitación indirecta a través de Galilei), la ley del mo- 
vimiento uniformemente acelerado bajo la influencia de una fuerza 
constante, y sólo erró respecto de la ley de dependencia del espacio 
con el tiempo. Los pensamientos de Galilei y de Descartes se com- 
pletan mutuamente. Galilei investiga el movimiento de caída feno- 
menológicamente sin preguntarse acerca de las causas del mismo, 
mientras que Descartes lo deduce de una fuerza constante. En ambas 
investigaciones actúa evidentemente un elemento constructivo-espe- 
culativo, sólo que en Galilei ese elemento se ciñe estrictamente al caso 
concreto mientras que en Descartes encaja en resultados más gene- 
rales, Descartes ha observado (“Principios de Filosofía”) la tras- 
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misión del movimiento, la pérdida de movimiento del cuerpo que 
choca y la ganancia de movimiento del cuerpo chocado, y de aquí 
dedujo los pensamientos filosóficos generales: 1% Sin ceder movi- 
miento a otro cuerpo no hay pérdida de movimiento (inercia). 2? 
Todo movimiento es originario o trasmitido por algo. 3% La cantidad 
de movimiento originario es indestructible. Todo movimiento que 
se presente como aparentemente espontáneo, cuyo origen no sea 
perceptible, pudo imaginarlo de acuerdo a estos puntos de vista, 
como producido por empujes impresos invisiblemente. 

La mayor ventaja que yo, —quizá en oposición a Duhem— 
atribuyo al método de Galilei consiste en la cuidadosa y completa 
exposición del mero hecho, en la que nada queda oculto bajo la 
expresión “fuerza” que deba adivinarse o ser descifrado mediante la 
especulación. Sobre esto las opiniones siguen aún hoy divididas. 


2. Los trabajos de Huygens 


1. En todo sentido debe considerarse a Huygens como un su- 
cesor de Galilei de igual calidad que éste. Quizá fuera menos dotado 
filosóficamente que Galilei, pero en cambio lo superó en talento 
geométrico, No sólo Huygens prosiguió las investigaciones comen- 
zadas por Galilei, sino que resolvió los primeros problemas de la 
dinámica de sistemas de masas, mientras Galilei se había limitado 
simplemente a la dinámica de un solo cuerpo. 

La abundancia de los resultados de Huygens ya se muestra en 
su “Horologium oscillatorium'” aparecido en 1673. Los más impor- 
tantes temas que ahí se tratan por primera vez son: la teoría del 
centro de oscilación, el descubrimiento y construcción del reloj a 
péndulo, el descubrimiento del escape, la determinación de la ace- 
leración de la gravedad g por la observación del péndulo, una pro- 
puesta respecto de la aplicación de la longitud del péndulo de 
segundos como unidad de longitud, el teorema sobre la fuerza cen- 
trífuga, las propiedades geométricas y mecánicas de la cicloide, la 
teoría de la evoluta y del círculo de curvatura. 

2. En lo que respecta a la forma de la exposición, debe obser- 
varse que Huygens comparte con Galilei una completa sinceridad, 
superior y excelente. Expone abiertamente el camino que lo ha 
conducido a sus descubrimientos y con ello permite al lector una 
completa comprensión de sus trabajos. No tenía tampoco ninguna 
causa para ocultar esos caminos. Si dentro de mil años aún se sabrá 
de él, se reconocerá siempre su cabal valor. En lo que respecta a 
nuestra discusión sobre los trabajos de Huygens, procederemos de 
manera algo distinta que con Galilei. Las investigaciones de Galilei, 
gracias a su sencillez clásica, pudieron ser expuestas casi sin varia- 
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ción. Tal cosa no ocurre con los trabajos de Huygens. Éste trata 
problemas mucho más complicados y sus notaciones y métodos ma- 
temáticos se han tornado insuficientes y penosos. De ahí que, por 
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Reloj a péndulo de 
Huygens. 


razones de brevedad, reproduciremos sus 
ideas bajo una forma moderna aunque 
manteniendo lo esencial y característico 
de las mismas. 


3. Comencemos con sus investiga- 
ciones sobre la fuerza centrífuga. Una 
vez aceptado el conocimiento de Galilei 
de que la fuerza determina una acele- 
ración, se hace inevitable referir a una 
fuerza toda variación de una velocidad 
y en consecuencia también toda varia. 
ción de la dirección de un movimiento 
(pues ella está determinada por las tres 
componentes de la velocidad, según tres 
ejes perpendiculares entre si). Enton- 
ces si un cuerpo (por ejemplo una pie- 
dra) atado a un hilo está animado de un 
movimiento circular uniforme, este mo- 
vimiento circular sólo es comprensible 
mediante una fuerza que continuamente 
lo desvía de su movimiento rectilíneo. 
Tal fuerza es la tensión del hilo que 
constantemente desvía el cuerpo de la 
trayectoria rectilínea atrayéndolo ha- 
cia el centro del círculo. Esta tensión 
representa entonces una fuerza centrí- 
peta. Por otra parte, la tensión del hilo 
actúa también sobre el eje o sobre el 
centro fijo del círculo y en este sentido 
esta tensión del hilo se manifiesta como 
una fuerza centrifuga. 

Imaginemos ahora un cuerpo al 
cual se le ha comunicado una cierta ve- 
locidad y que se le obliga a un movi- 
miento circular uniforme mediante una 
aceleración constantemente dirigida ha- 
cia el centro del círculo. Investiguemos 
ante todo, de quién depende esta acele- 
ración, Imaginemos dos circunferencias 
iguales (Fig. 102) recorridas uniforme- 


mente por dos cuerpos y que sus velocidades en 1 y II estén 
como 1:2. Consideremos en ambos el elemento de arco corres- 
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pondiente al mismo ángulo pequeño a, entonces serán también 
iguales los elementos de camino s según los cuales los cuerpos se 
han alejado de la trayectoria rectilínea (la tangente) debido a la 


ace ($ 


Fig. 102. Fig. 103, 


ce, 


aceleración centrípeta. Si llamamos q, y qa las aceleraciones respec- 
> T . . ñA 
tivas, 1 y — los elementos de tiempo correspondientes al ángulo a, 
2 


se encuentra según la ley de Galilei, 


25 2s . 
p= : pa=4—., €s decir q.=%qu- 
Y A . 


Se encuentra entonces, generalizando esta consideración, que 
en circunferencias iguales las aceleraciones centrípetas son propor- 
cionales a los cuadrados de la velocidad del movimiento. 

Si consideramos ahora el movimiento sobre las circunferencias 1 
y I (Fig. 103) cuyos radios están entre sí como 1:2, y tomamos como 
antes la relación 1:2 para las velocidades del movimiento, tendre- 
mos que en iguales tiempos serán recorridos elementos de arco 
semejantes. Si y, q», s, 25 representan las aceleraciones y los ca- 
minos elementales, y T es en ambos casos el mismo elemento de 
tiempo, 


2s 4s 
1 = , P= 7 >» de donde q.=2q,- 
id L 


Por tanto si en II se redujera la velocidad del movimiento a la 
mitad, de tal manera que en 1 y II la velocidad fuera la misma, se 


1 ñ 
reducirá qa a la cuarta parte, vale decir a a Generalizando en- 


contramos que las aceleraciones centrípetas, para iguales velocida- 
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des, son inversamente proporcionales a los radios de las circunfe- 
rencias, 


4. En los procedimientos de los antiguos investigadores, los 
teoremas, en la mayoría de los casos, se encontraban a través de la 
penosa forma de las proporciones. Nosotros seguiremos otro camino. 
Sobre un móvil de velocidad v actúa durante el tiempo elemental 1 
una fuerza que le comunica una aceleración q según la dirección 
normal al movimiento. (Fig. 104). La nueva componente de la velo- 
cidad será pr que, compuesta con la velocidad anterior, da una 
resultante del movimiento que forma con el anterior, un ángulo a. 
Si se supone que el movimiento se realiza en la circunferencia de 


radio T y se pone tg o. = «q, debido a la pequeñez del elemento de 
ángulo, se llega a 


QT vr y? 
——, =tga=a= o sea p= 
v Tr Tr 


como expresión completa de la aceleración centrípeta en un movi- 
miento circular uniforme. 


La idea de un movimiento circular uniforme condicionado por 


Fig. 104. Fig. 105 a. 


una aceleración centrípeta constante, tiene algo de paradójica. La 
Paradoja reside en el supuesto de una aceleración constantemente 
dirigida hacia el centro sin ningún acercamiento efectivo y sin au- 
mento de velocidad. Pero tal impresión disminuye si se piensa que 
sin tal aceleración centrípeta, el móvil se alejaría constantemente 
del centro (Fig. 105a), que la dirección de la aceleración varía 
constantemente y que una variación de velocidad (como se mostrará 
en la discusión sobre el principio de la fuerza viva) produce una 
aproximación de los cuerpos que se aceleran mutuamente, cosa que 
aquí no tiene lugar. El caso más complicado del movimiento central 
elíptico es explicado en este sentido. 

Agreguemos todavía la demostración evidente de la expresión 
de la aceleración centrífuga basada en la hodógrafa de Hamilton. Si 
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un Cuerpo recorre uniformemente una circunferencia (Fig. 105b) de 
radio Tr, la velocidad v en el punto A de la trayectoria pasa, por 
la tensión del hilo, a una velocidad de igual magnitud v pero con 
otra dirección en el punto B. Si llevamos todas las velocidades que 
el cuerpo toma sucesivamente, en magnitud y dirección a partir de 
O (Fig. 105c), su conjunto determinará una circunferencia de radio 


MI y 


Pig. 105 b: Fig. 105c. Fig. 105d, 


v. Para pasar de OM a ON deberá agregarse a la primera, una com-. 
ponente normal MN, Durante el tiempo de revolución T la veloci- 
dad crece uniformemente de 2 1 v según la dirección del radio Y. La 


TU 
medida de la aceleración radial es pues p =-—— y como vT 2x7 
T a 


y? 
resulta como antes y =—. 
T 


Si se agrega a OM= vw la muy pequeña componente w (Fig. 
105 d) se obtiene exactamente con velocidad mayor 


a? 
Y r+ro=o+E 
20 


como resulta de la extracción aproximada de la raiz cuadrada. Pero 
2 
0 


debido a la desviación continua, desaparece frente a 0, y por 


20 
tanto sólo varía la dirección pero no la intensidad de la velocidad. 
5. La expresión para la aceleración centrípeta o centrífuga 
y2 


q= puede todavía tomar fácilmente otra forma. Si se llama 


e A 
T el tiempo de una revolución del movimiento circular, es 0T = 2 17, 
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tr 
y por tanto q =—_— forma en la cual utilizaremos más tarde 
Ta 


aquella expresión. Si varios cuerpos se mueven sobre circunferen- 
cias con iguales tiempos de revolución, las aceleraciones centrípetas , 
correspondientes que los retienen en sus trayectorias, son propor- 


cionales a los radios, como lo muestra evidentemente esta última 
expresión. 


6. Supondremos conocidos los fenómenos que explican las con- 
sideraciones anteriores, tales como la ruptura de los hilos poco 
resistentes con los que se hace girar rápidamente cuerpos, el aplas- 
tamiento de esferas blandas que giran, etc. Huygens pudo explicar 
de inmediato, con ayuda de su concepción, toda una serie de fenó- 
menos. Así, por ejemplo, como en un reloj de péndulo transportado 
por Richer (1671-73) de París a Cayenne se observara un atraso, 
Huygens dedujo la disminución aparente de la aceleración de la 
gravedad 9, a partir de la máxima aceleración centrífuga en el 
ecuador, debida al movimiento de la tierra; con lo que aquella ob- 
servación se hizo de inmediato comprensible, 

De estos experimentos queremos aún mencionar uno, dado su 
interés histórico. Cuando Newton desarrolló su teoría de la gravi- 

tación universal Huygens pertenecía al 

Á gran número de aquellos a quienes no 
R satisfacía la idea de la acción a distan- 

! E cia, Más bien opinaba que la gravita- 
ción podía explicarse mediante el mo- 

Z. vimiento rápido de partículas de un 

: medio intermediario. Si se encierran 

' en un vaso, totalmente lleno de un lí- 

i quido, algunos cuerpos livianos, como 
A esferitas de madera en el agua, y se 
Fig. 108, imprime al vaso un movimiento de ro- 
tación, se ve de inmediato que las esfe- 

ritas se acercan al eje. Si, por ejemplo, se colocan los tubos de vidrio 
RR (Fig 106) que contienen las esferas de madera KK en un aparato 
rotatorio mediante el pivote Z, y éste gira alrededor de un eje verti- 
cal, en cuanto se inicia el movimiento las esferas se alejan del eje. Pe- 
ro si los tubos se llenan de agua, la rotación empuja hacia el eje las 
esferas que flotaban en las extremidades EE. El fenómeno se explica 
muy fácilmente por un principio análogo al de Arquímedes. Las 
esferas reciben un empuje centrípeto que es igual y opuesto a la 
fuerza centrífuga que actúa sobre el líquido que ellas desalojan. 
Ya Descartes había pensado explicar de esta manera el empuje cen- 
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trípeto de los cuerpos flotantes en un medio en torbellino. Pero 
Huygens observó con razón, que entonces debía suponerse que los 
cuerpos más livianos debían recibir un empuje centrípeto más fuerte 
y por tanto que todos los cuerpos pesados debían ser más livianos 
que el medio en torbellino. Huygens observó además, que debían 
producirse fenómenos análogos en cualguier cuerpo que no partici- 
para del movimiento en torbellino, y que, por tanto, se encuentran 
sin fuerza centrífuga en un medio en torbellino afectado por fuerzas 
centrífugas. Por ejemplo una esfera de materia cualquiera móvil 
solamente alrededor de un radio fijo (alambre), en el movimiento 
en torbellino será empujado contra el eje de rotación. 

Huygens colocó en un vaso cerrado con agua, trocitos de lacre, 
que por ser algo más pesados que el agua se depositaban en el 
fondo. Si el vaso giraba, los trocitos de lacre se apretaban contra 
el borde exterior del vaso. Si de repente el vaso se detenía, el 
agua continuaba a girar, mientras los trocitos de lacre que, por en- 
contrarse en el fondo, eran más rápidamente impedidos en su mo- 
vimiento, se acercaban ahora hacia el eje del vaso. En este fenómeno 
Huygens vió una imagen de la gravedad. Creía que no era necesaria 
la exigencia de un éter que gira en torbellino en un sólo sentido. 
Según su opinión ese éter arrastraría todo consigo. De ahí que su- 
ponga partículas de éter que se mueven rápidamente en todas las 
direcciones, pero que, según él opina, en un espacio cerrado esta- 
blecerán por sí mismas un”movimiento circular preponderante sobre 
los radiales. Para la explicación de la gravedad reputa este éter 
suficiente. La exposición detallada de esta teoría cinética de la 
gravedad se encuentra en el trabajo de Huygens “Uber die Ursache 
der Schwere” (traducción alemana de Me- 
wes, Berlín, 1893). Véase también Lass- 
witz, Geschichter der Atomistik, 1890. To- 
mo II, página 344. 

7. Antes de pasar a las investigacio- 
nes de Huygens sobre el centro de oscila- 
ción presentaremos algunas consideraciones 
aisladas, muy elementales y por tanto muy 
intuitivas, en especial sobre el movimiento 
pendular y el movimiento oscilatorio. 


A 


Ya Galilei conocía muchas propiedades C C 
del movimiento pendular. Numerosas alusio- B 
nes dispersas en sus diálogos muestran que Fig. 107. 


poseía, o estaba muy cerca de poseer la re- é E 
presentación siguiente. Sea un cuerpo de un péndulo simple de longi 


tud 1, que se mueve en una circunferencia de radio l (Fig. 107). Se se 
da al péndulo un desplazamiento muy pequeño, recorre en su 0SCÍ a- 
ción un arco muy pequeño que, aproximadamente, puede sustituirse 
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por la cuerda correspondiente. Pero la cuerda CB es recorrida en el 
mismo tiempo que el diámetro vertical BD— 21. Si indicamos con t 


gt 1 
, de donde t= 2 ]/ —. Pero como el 
2 g 


movimiento a partir de B hacia BC* insumirá el mismo tiempo, ten- 


el tiempo de caída será 21 — 


== 
dremos para el tiempo T de una oscilación de C hasta C”, T—4 y —, 
g 


Vemos pues que, aun con esta concepción grosera, se obtiene la 
forma correcta de la ley del péndulo. «Es sabido que la expresión 


1 
exacta de la*duración de oscilaciones pequeñas es T—x yz 
g 


El movimiento del péndulo puede ser considerado como caída 

a través de una serie de planos inclinados. Si el hilo del péndulo 
forma con la vertical el ángulo a, el péndulo adquiere una acelera- 
ción g sen a hacia la posición de equilibrio, Para a pequeño la ex- 
presión de esa aceleración es g Q, Y por tanto es proporcional a la 
amplitud y siempre dirigida en sen- 

DC. tido contrario. En pequeñas ampli- 

> tudes puede prescindirse también 
de la curvatura de la trayectoria. 


8. Después de estas aclaracio- 
nes fundaremos nuestras conside- 
raciones sobre el movimiento osci- 
latorio en el sencillo esquema si- 
guiente. Sea un cuerpo móvil sobre 
la recta OA (Fig. 108), cuya ace- 
leración está siempre dirigida ha- 
cia el punto O y es proporcional a 

Fig. 108. su distancia a ese punto. Repre- 
sentaremos esa aceleración por una 

ordenada levantada en el punto correspondiente. Las ordenadas 
hacia arriba representan aceleraciones hacia la izquierda, las or- 
denadas hacia abajo aceleraciones hacia la derecha. El cuerpo, aban- 
donado en A, se mueve hacia O con movimiento no uniformemente 
acelerado, luego de O hacia A,, donde OA, — OA; volverá a pasar 
por O, y así sucesivamente. Ante todo se reconoce fácilmente la in- 
dependencia de la duración de la oscilación (duración del movi- 
miento AOA,) respecto de la amplitud de la oscilación (segmento 
OA). Para ello imaginemos en 1 y II la misma oscilación con ampli- 
tudes una doble de la otra. Como la aceleracón varía de punto a 
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punto, dividamos OA y 0O'4*—204, en un número igualmente 
grande de elementos. Todo elemento 4*B* de 0'A” es entonces doble 
del correspondiente elemento AB de OA. 
Las aceleraciones iniciales y y q' está en la relación p' =2q. 

Por tanto, los elementos AB y A”B"— 2 AB con 

las aceleraciones correspondientes py 2q se re- 1 
. corren en el mismo tiempo tr. Las velocidades fi- py 
nales v y v* en I y II serán para el primer ele- O BA 
mento V=pT y % 27, por tanto v'—2v. 

Entonces las aceleraciones y velocidades inicia- 

les se encuentran en B y B* de nuevo como 1:2. 

De manera que los elementos sucesivos corres- I 
pondientes también serán recorridos en tiempos : a 
iguales. Y esto vale para todos los pares siguien- 0. BA 
tes de elementos. Generalizando se llega a la 

independencia de la duración de la oscilación 

respecto de la amplitud. 

Consideremos ahora dos movimientos os- Fig 104 

cilatorios 1 y 1I (Fig. 109) de igual amplitud, 

pero que en II a la misma distancia de O corresponda una ace- 
leración cuádruple. Dividamos toda la amplitud OA y 04” — 
= OA en un número igualmente grande de partes. Esas partes 
coinciden en I y II. Sean q y 4 q las aceleraciones iniciales en 
A y A”, los caminos elementales AB — A*B' —s y los tiempos t1 y T, 
2s 28 T 
ja A PRA 
p tp 2 
Entonces el elemento 4*B” es recorrido en la mitad del tiermpo en 
que lo es el elemento AB. Las velocidades finales v y v' en B y B' 


respectivamente. Se encuentra Y = y 


T . > 
resultan v=«qwY y v=4q—=2vw. Como las velocidades ini- 
2 


ciales en B y B” están entre sí como 1:2, y las aceleraciones nueva- 
mente en la relación 1:4, el siguiente elemento en 11 será recorrido 
de nuevo en la mitad del tiempo en el que se recorre el correspon- 
diente en 1. Generalizando se encuentra: Para las amplitudes igua- 
les las duraciones de las oscilaciones son inversamente proporcio- 
nales a las raíces cuadradas de la aceleración. 

9. Las consideraciones anteriores pueden abreviarse y hacerse 
más claras con ayuda de un método aplicado por primera vez por 
Newton. Éste llama semejantes a sistemas materiales tales, que sus 
configuraciones son geométricamente semejantes y sus e ci 
mólogas están en la misma proporción. Agrega que tales sis a 
realizan movimientos semejantes si los puntos homólogos describen 
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trayectorias semejantes en tiempos proporcionales, En la termino. 
logía geométrica actual tales sistemas mecánicos (de 5 dimensiones) 
se llamarían semejantes sólo cuando las dimensiones lineales, los 
tiempos y las masas están en la misma proporción. Con mayor pre- 
cisión a tales sistemas habría que llamarlos afines. 

No obstante, mantendremos su nombre foronómico de sistemas 
semejantes y en las consideraciones que siguen prescindiremos de 
las masas. 

Sean entonces en dos movimientos semejantes 


los caminos homólogos: Ss y as, 


los tiempos homólogos: t y Bt, 
entonces serán 


Ss a s 
las velocidades homólogas: V=— Y yuU=——, 
t gt 
28 a 25 
las aceleraciones homólogas: q = y ep= LA 
12 B2 12 


Se reconoce ahora fácilmente que las oscilaciones que realiza 
un cuerpo con amplitudes 1 y a, por las consideraciones antes ex- 
puestas, son movimientos semejantes, Ahora bien, observando que 
la relación de las aceleraciones homólogas es £— q, encontramos 


a 
a=-—— y por tanto la razón de los tiempos homólogos, es decir 
de las duraciones de oscilación es fB = + 1. Resulta pues la inde- 
pendencia de las duraciones de la oscilación, respecto de las am- 
plitudes de la oscilación. 

Si en dos movimientos oscilatorios se toman la razón de las 
amplitudes 1: a y la razón de las aceleraciones 1: q y encontramos 

a 1 
E=04=——, dedonde  P=t->m—, 
pa vVy 
con lo cual encontramos nuevamente la segunda ley de las osci- 
laciones. 

Dos movimientos circulares uniformes son siempre foronómi- 
camente semejantes. Sean la razón de los radios 1: a y la razón de 
las velocidades 1: y. La razón de las aceleraciones es entonces 

a a y? 
t=—— y como y=—, también e= ; 
a 
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con lo que se encuentra nuevamente el teorema sobre la aceleración 
centrípeta. 

Es una lástima que tales investigaciones sobre parentesco me- 
cánico y foronómico no sean más cultivadas, pues prometen hermo- 
sas y esclarecedoras ampliaciones de los conocimientos. 


10. Trataremos ahora de una relación existente entre el mo- 
vimiento circular uniforme y los movimientos oscilatorios del tipo 
considerado hasta aquí. Consideremos por 
el centro O (Fig. 110) y en el plano del 


círculo un sistema de coordenadas rectan- 
gulares, al cual referiremos el movimiento 
circular uniforme sobre la circunferencia. Xx (GN —X 


Descompongamos la aceleración centrípe- 

ta q, que este movimiento produce, se- 

gún las direcciones X e Y, observando que 

la componente X del movimiento sólo es Y 

afectada por la componente X de la acele- 

ración. Ambos movimientos y aceleracio- 

nes pueden entonces considerarse como independientes entre sí, 
Ahora bien, ambas componentes del movimiento, son movimien- 

tos de vaivén (oscilatorios) alrededor de O. Al apartamiento x co- 


Fig. 110. 


A as z 
rresponde una aceleración parcial p.— o —.z dirigida hacia O. 
Y Y 
Por tanto, la aceleración es proporcional al apartamiento. El movi- 
miento es entonces de la índole ya investigada. La duración T de 
un movimiento de ida y vuelta es, al mismo tiempo, la revolución 
del movimiento circular. Pero de esta última sabemos que 


4er 


p= 


r e 
o lo que es lo mismo T = 22) -. Además — €s la 
Y Tr 


T2 
aceleración para w—= 1, es decir lá aceleración correspondiente al 
apartamiento unitario y que, por brevedad, designaremos con f. En- 

E 
tonces podemos poner, para el movimiento oscilatorio T=2x |/ — 


Í 


y según la manera ordinaria de contar la duración de una oscilación, 


1 
de ida o de vuelta, tendremos T = x y 


11. Este resultado se puede aplicar de inmediato a las osci- 
laciones de los péndulos de muy pequeña amplitud y en los que, 
prescindiendo de la curvatura de la trayectoria, pueden mantenerse 
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las consideraciones desarrolladas. Para un apartamiento angular q 
encontramos la distancia del péndulo de su posición de equilibrio 
igual a la y la aceleración correspondiente Y a, de donde 


ga g ] 1 
Í= —=— y T=xu Ri 
la 1 g 


De esto se deduce que la duración de la oscilación es directa- 
mente proporcional a la raíz cuadrada de la longitud. del péndulo e 


Fig. 111, 


inversamente Proporcional a la raíz cuadrada de la aceleración de 
la gravedad. Un péndulo cuya longitud es cuádruple de la del 
péndulo que bate segundos, realiza su oscilación en dos segundos. 
Un péndulo que bate segundos colocado a una distancia de la super- 
ficie terrestre igual al radio de la tierra y, por tanto, en el que la 


g 
aceleración es — realiza igualmente su oscilación en dos segundos. 
4 
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12, La dependencia de la duración de oscilación de la longitud 
del péndulo, se comprueba experimentalmente de una manera muy 
fácil. Si se tienen los péndulos a, b, e suspendidos de dos hilos, 
para asegurar que las oscilaciones sean planas (Fig. 111), y de lon- 
“gitudes 1, 4, 9, el péndulo a oscila dos veces mientras b 
oscila una vez y oscila tres veces cuando e oscila una _A 
vez. 

Algo más difícil es la comprobación de la dependen. Á 
cia de la duración de la oscilación, respecto de la acele- (4 
ración de la gravedad Y, pues ésta no puede hacerse 
variar a voluntad. No obstante, puede procederse de 
manera tal que sobre el péndulo actúe una componen- 
te de Y. Sea AA el eje de rotación del péndulo situa- 
do en el plano del papel vertical (ig. 112), y EE la intersección 
del plano de oscilación con el plano del papel y por tanto, la posición 


Fig. UR 


Pig. 113, 


de equilibrio del péndulo. Sea ff el ángulo entre el eje y el plano 
horizontal y del plano de oscilación con el plano vertical, de don. 
de la aceleración que actúa en ese plano es Y Cos P. Si el péndulo, 
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en el plano de oscilación efectúa un pequeño apartamiento a, la ace- 
leración correspondiente es (gcosf) a y la duración de oscilación 


1 
T=x 
g cos $ 


Se ve entonces que para f creciente, la aceleración decrece y 
con ella aumenta la duración de oscilación. Se puede realizar la 
experiencia fácilmente con el aparato representado en la Fig. 113. 
El cuadro RR móvil en C alrededor de una charnela, puede girar e 
inclinarse. La inclinación se fija mediante un arco graduado G y un 
tornillo de presión. Con el aumentar de f aumenta la duración de 
la oscilación. Si el plano de oscilación se hace horizontal, apoyando 
R sobre el pié F, la duración de la oscilación se torna infinitamente 
grande. El péndulo no vuelve entonces a ninguna posición de equi- 
librio, sino efectúa muchas revoluciones en el mismo sentido hasta 
que el frotamiento anula totalmente su velocidad. 


13. Cuando el péndulo no se mueve en un plano sino en el 
espacio, el hilo del péndulo describe una superficie cónica. Huygens 
igualmente ha investigado el movimiento del 
péndulo cónico. Consideremos aquí uno de sus 
casos particulares simples. Imaginemos aparta- 
do a un péndulo de longitud 1 de un ángulo a 
(Fig. 114) y abandonemos al cuerpo imprimién- 
dole una velocidad Y perpendicularmente al pla- 
no formado por el péndulo y la vertical. La ma- 
sa del péndulo se moverá sobre una circuntfe- 

Fig. 114. rencia horizontal si la aceleración centrífuga q 

desarrollada equilibra a la aceleración de la 
gravedad, es decir, si la aceleración resultante se dirige según la 


A . e 
dirección del hilo. Pero en tal caso — —tga. Si T es el tiempo de 
g 


47 


r 
revolución entonces q = oT=2x 1 . Introduciendo el 
p 


[cosa 
, como 


r lsen a cos a 
valor — = — = 
Q gtg a g 


, encontramos T — 2 «Y 
, g 


tiempo de revolución del péndulo. Para la velocidad v respectiva en- 
contramos Y = Y T y y como y — gtg a resulta v = y glsenatga. 
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Para pequeñas amplitudes del péndulo cónico, puede hacerse 


] f 1 y 
T=2x ]/ —, que coincide con la fórmula del péndulo ordinario, 
g ñ ' 


siempre que se observe que a una revolución del péndulo cónico co- 
rresponden dos oscilaciones del péndulo ordinario. A 


14. Huygens fué el primero en proponer la determinación de la 
aceleración de la gravedad g mediante observaciones con el péndulo: 


, NN Ñ 

De la fórmula T —x|/ — para un péndulo simple con una pequeña 
g a i 
11 ¡ ( A 

e Para la latitud died se 


esfera, se obtiene fácilmente g — 


encuentra en metros y segundos el valor g — 9,806. 


Para cálculos mentales rápidos es suficiente tener presente que 
la aceleración de la gravedad es aproximadamente 10m por segundo. 
15. Todo principiante consciente se plantea la cuestión de'cómo 
puede entontrarse una duración de oscilación, vale decir un tiempo, 
dividiendo la medida de una longitud por la medida de una aceler 
ración y luego extrayendo la raíz cuadrada del cociente. Para ello 


2s 


debemos recordar que es yg = , es decir una longitud dividida 


por el ¿uadrado de tn tiempo. Entonces es en verdad 


] E l. e 
T=x85u .12 y como es la razón de dos longitudes y por 
2s 2s a 


tanto un número, bajo el signo radical no queda sino el cuadrado 
de un tiempo. Es evidente que encontraremos T' en segundos si en 
la determinación de y se ha adoptado el segundo como unidad de 
tiempo. N . 


E 1 e , 
De la fórmula y — —— surge de inmediato que y es una lon- 
T2 be E 


gitud dividida por el cuadrado de un tiempo, cosa que corresponde 
a la naturaleza de una aceleración. : , 


16. La contribución más importante de Huygens consiste en la 
solución del problema de la determinación del centro de oscilación: 
Mientras se trataba de la dinámica de un cuerpo único los princil 
pios de Galilei eran completamente suficientes. Pero en este proz 
blema se trata ahora de determinar los movimientos de muchos 
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cuerpos que se influyen mutuamente. Y esto no puede ocurrir sin 
el agregado de un nuevo principio. Y efectivamente Huygens lo ha 
encontrado. , 

Sabemos que los péndulos más largos realizan su oscilación más 
lentamente y los más cortos más rápidamente. Si nos imaginamos 
un cuerpo pesado cualquiera que gira alrededor de un eje y cuyo 
centro de gravedad esté debajo del eje, estamos en presencia de un 
péndulo compuesto. Cada partícula material colocada sola a su dis- 
tancia del eje, tendría una duración de oscilación propia. Pero 
debido a la conexión de todas sus partes, el cuerpo sólo puede oscilar 
con una duración de oscilación única y determinada, 
Imaginemos muchos péndulos simples de diferente longi. 
tud (Fig. 115); los más cortos oscilan rápidamente, los 
más largos lentamente. Si se unen entre sí en un único 
péndulo, puede preverse que los más largos acelerarán 
y los más cortos retardarán, y que se presentará una 
duración de oscilación intermedia. Existirá pues un pén- 
dulo simple cuya longitud estará entre las del péndulo 
más largo y del más corto cuya duración de oscilación 
será la misma que la del péndulo compuesto. Llevando la longitud 
de ese péndulo en el péndulo compuesto, obtendremos un punto aque 
en conexión con los demás puntos, tiene la misma duración de osci- 
lación que si estuviera solo. Ese punto es el centro de oscilación. 
Mersenne fué el primero en plantear el problema de determinar el 
centro de oscilación. Pero la solución que dió el mismo Descartes 
fué precipitada e insuficiente. 


A 17. Huygens fué el primero que dió una solución general. Fuera 
de él, casi todos los investigadores significativos de la época se han 
ocupado de este problema, y puede decirse que con él se han des- 
arrollado los más importantes principios de la mecánica moderna. 
La idea nueva de la cual partió Huygens y que es mucho más im- 
portante que el problema mismo, es la siguiente. En todos los casos, 
cualesquiera sean las modificaciones mutuas que las masas de un 
péndulo puedan aportar a su movimiento, las velocidades adauiridas 
en el descenso del péndulo deben ser tales que el centro de gravedad 
de las masas pueda exactamente elevarse tanto como ha descendido, 
sea que las masas se mantengan unidas, sea que destruyan sus víncu- 
los. Frente a las dudas de los contemporáneos respecto de la exac- 
titud de este principio, Huygens se vió obligado a observar que en 
él, sólo se admitía que los cuerpos pesados no podían por sí mismos 
moverse hacia arriba. Si después de la supresión de los vínculos, 
el centro de gravedad de las masas vinculadas pudiera elevarse a 
una altura mayor de la que ha descendido, reiterando el proceso un 
Cuerpo pesado podría por su propio peso elevarse a una altura cual- 
quiera. Si, en cambio, después de la supresión de los vínculos el 


Fig. 115. 
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centro de gravedad sólo se elevara a una altura menor de la que 
había caído, bastaría invertir el sentido del proceso para elevar nue- 
vamente, por su propio peso, un cuerpo pesado a una altura cual- 
quiera. Lo que entonces afirma Huygens es algo que, en verdad 
nadie ha puesto jamás en duda y que, en cambio, todos conocen 
instintivamente. Pero Huygens ha valorizado conceptualmente este 
conocimiento instintivo. Y no dejó tampoco de poner en evidencia, 
desde este punto de vista, la inutilidad de los esfuerzos en la bús- 
queda de un perpetuum mobile. Reconocemos en el enunciado que 
acabamos de desarrollar la generalización de una idea de Galilei, 


18. Veamos ahora la ayuda que este principio presta para la 
determinación del centro de oscilación. Consideremos, para simpli- 
ficar, un péndulo lineal OA (Fig. 116) consistente en un gran núme- 
ro de masas representadas por puntos. Si es 
abandonado en OA, descenderá hasta B y os- 
cilará hasta OA” donde AB — BA”. Su centro 
de gravedad S se elevará de un lado, tanto 
como descendió del otro. Mas de aquí no pue- 
de deducirse más nada. Pero si de pronto, en 
la posición OB, se suprimen los vínculos entre 
las distintas masas, las velocidades adquiri- 
das elevarán el centro de gravedad a la mis- 
ma altura de antes. Si fijamos ahora cada una 
de las masas que oscilan libremente, en su posición de máxima altura, 
los péndulos más cortos no llegarán a la línea OA”, los más largos la 
sobrepasarán, pero el centro de gravedad del sistema se mantendrá 
sobre la misma horizontal que pasa por $. 

Observemos además que las velocidades adquiridas son pro- 
porcionales a las distancias al eje, y que conociendo una de ellas que- 
dan todas determinadas y con ellas la altura del centro de gravedad. 
Recíprocamente queda determinada la velocidad de una masa cual- 
quiera si se conoce la altura del centro de gravedad. 
Pero sí en un péndulo se conoce la velocidad correspon- 
diente a una altura de caída, se conoce entonces todo 
su movimiento. 

19. Después de estas consideraciones entremos en 
el problema mismo. Determinemos, en un péndulo lineal 
compuesto, el segmento = 1 a partir del eje (Fig. 117). 
Si el péndulo se mueve, a partir de su mayor aparta- 
Fg 117 miento, hasta la posición de equilibrio, el punto a la 
distancia = 1 a partir del eje cae de una altura k. Las masas mM, 
me, m”,... a las distancias T, 7”, 1”... tendrán alturas de caída rk, 


Fig. 118. 
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rk, r”k,... y la altura de caída del centro de gravedad será 
MTk E mark mr... 2 mr 


m+mrtmr+.., 2m 
El punto a la distancia — 1 del eje pasa por la posición de equi- 
Hbrio a una velocidad v aún indeterminada. Su altura de elevación 
v2 
después de la supresión de los vínculos será ——, Las correspondien- 


! 


(rv)? (ro)? 


tes alturas de elevación de las otras masas serán pues 


, , 
29 29 
(r9)? 
e »+ » +: La altura de elevación del centro de gravedad de las ma- 
g 
sas libres es ] j 
(ro)? PE. E 
Mm —_— + -—— + m ba y 
a 2g 29 29 y? Y mr? 
Mim. 2g Em | 
Según el principio fundamental de Huygens es entonces 
mr y? YX mr 


AAA A 


2m 29 Nm 


a) 


(vy)? y? 
% =ky 0sea y—=k. b) 
29 29 


Multiplicando las ecuaciones a) y b) se encuentra 
Ñ l 
2 ma 


> mr 
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Utilizando la semejanza foronómica podemos también proceder 
así, De a) encontramos 


2 mr 
v= |/ 2gk . 
2 mr 
El péndulo simple de longitud 1, en las condiciones correspondien- 
tes, tiene la velocidad 


v1= y 2gk. 
eS 1 
Llamando T a la duración del péndulo compuesto y T, =1 |/ — 
- g 


y 
la del péndulo simple de longitud 1, encontramos, en el supuesto de 
iguales amplitudes 


T 1 Y mr? 
“— =— de donde T—ualV —————. 
g3mr 


20. Sin dificultad se advierte que el principio fundamental de 
. Huygens no es sino el conocimiento de que el trabajo es el determi- 
nante de la velocidad o, más exactamente, el determinante de la lla-= 
mada fuerza viva. Como fuerza viva de un sistema de masas Mm, 1”, 


m”,... afectadas de velocidades v, v, v”... entendemos la suma 
mv? id my mp? 
SE —_—— E AÑ] 
2 2 2 


El teorema fundamental es idéntico al teorema de las fuerzas vivas. 
Lo agregado por los investigadores posteriores se refiere más a la 
forma de la expresión que al pensamiento contenido en el mismo. 

Consideremos más generalmente un sistema de pesos p, p”, p”,... 
que, vinculados o no entre sí, caen desde alturas h, h?, R”.. - y ad- 
quieren así las velocidades ?, v”, v”.... _Según la concepción de 
Huygens, de la igualdad de la altura de caída y de la altura de ele- 
vación del centro de gravedad, se obtiene la ecuación 


y? y? p*2 
p +P +»” AE 
ph + pre pon 29 E e 
pro a 
1 po? 
osea Nph=——Y d 
9 2 


152 ERNST MACH 


Adquirido el concepto de 'masa”, que aún falta en las investigacio- 


nes de Huygens, se puede sustituir por la masa mm obteniéndose 


g 
la forma 


1 
A 


que puede generalizarse muy fácilmente para fuerzas variables. 
21. Con la ayuda del teorema de las fuerzas vivas podemos de- 
terminar la duración de la oscilación infinitamente pequeña de un 
péndulo cualquiera. Tracemos desde el centro de gravedad S una 
perpendicular al eje, y sea a su longitud (Fig. 118). Sobre la misma, 
a partir del eje, tomemos la longitud — 1. Sea k la correspondiente 
altura de caída hasta la posición de equilibrio yv 
la velocidad adquirida. Como el trabajo de caída 
está determinado por el movimiento del centro de 
gravedad tenemos l 
trabajo de caída — fuerza viva: 
y2 
akg M=—— Y mr, 
2 


Fig. 113. 


donde con M indicamos la masa total y anticipamos 
desde ya el uso de la expresión de la fuerza viva, Procediendo co. 
Mag 


duración de una oscilación infinitamente pe- 
está determinada por dos elementos: el valor 


mo antes encontramos T — .|/ 
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que oscila alrededor de AB como eje (Fig. 119). Descompongamos el 
rectángulo en pequeños elementos de superficie f, f”, $”... », de distan- 
cias r, 1, 1”... al eje; la expresión de la longitud del péndulo sim- 
ple isócrono o de la distancia del cen- 


tro de oscilación al eje, está dada por A B 
CR PAG 
'Tracemos por C y D, y perpendiculares C D 


a ABCD, CE— DF —AC=BD e ima- 

ginemos la cuña homogénea ABCDEF. 

Determinemos la distancia del centro de 

gravedad de la cuña a un plano para- E F 
lelo a CDEF' que pasa por AB. Para ello oo 
debemos considerar las columnitas fr, il 
Pr, P?r”..., cuyas distancias al plano citado son r, r”, r”.... En- 
contramos pues para la distancia de ese centro de gravedad la ex- 


E A e e 
presión ——_—_—_—_—_—_—————————, vale decir, la mis- 


fr + Pr + for” E 


ma de antes. El centro de oscilación del rectángulo. y el centro de 


2 
gravedad de la cuña tienen la misma distancia a AC al eje. 


Fig. 120. Fig. 121, 


De acuerdo a esto se reconoce fácilmente la exactitud de las si- 
guientes proposiciones. Para un rectángulo homogéneo que oscila 
alrededor de uno de sus lados y de altura h (Fig. 120), la distancia 


del centro de gravedad al eje es Pa pero la distancia del centro 


2 
de oscilación es ——h. Para un triángulo homogéneo de altura h 
3 
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(Fig. 120) y cuyo eje es la paralela a la base que pasa por el vértice, 


' 2 
encontramos como distancia del centro de gravedad ps y como 


3 
distancia del centro de oscilación vos Si indicamos con Ar y Az 


los momentos de inercia del rectángulo y del triángulo, con M 1y M, 
las masas respectivas encontramos 


2 A, 3 Az 
—h= : —h= ; 
3 h 4 2h 
2 3 
h2M, : h?2 Ma 
de donde A, = : 5 da= 
3 2 


Mediante esta bonita concepción geométrica pueden aún resolverse 
muchos problemas, pero que actualmente se tratan mucho más có- 
modamente siguiendo un patrón común. 


23. Hablaremos ahora del teorema que se refiere al momento 
de inercia y que Huygens utiliza en forma algo diferente. Sea O el 
centro de gravedad de un cuerpo (Fig. 121), Tomándolo como ori- 


se llama m a un elemento de Masa y T a su distancia al eje Z, el 
momento de inercia es entonces A= Y 


6=3m0=Ym [(=—a)* 4 y2] =2 Mm (124 y) —24 2 mI + 
= Á, además Y mx— O por 
designando con M — Sm la 


, donde A, M, a 
tienen el significado anterior. Las cantidades Ay M 
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un cuerpo dado. De ahí que, mientras a mantenga el mismo valor, 
también l se mantendrá invariable. Por tanto, un mismo cuerpo co- 
mo péndulo tiene la misma duración de oscilación para todos los 
ejes paralelos equidistantes del centro de gravedad. Si se hace 
A TI 
— = x entonces 1 — —-+ a. 
M a 
, Ahora bien, como 1 y a significan las distancias del centro de 
oscilación y del centro de gravedad al eje, el centro de oscilación 
x 


está siempre más alejado de éste y precisamente de la distancia —. 
a 


x 

Por tanto — es la distancia entre el centro de oscilación y el centro 
a 

de gravedad. Si tomamos como eje, el paralelo al primitivo que 

x 

pase por el centro de oscilación, en lugar de a habrá que tomar — 

: a 


y obtendremos como nueva longitud del péndulo 


z zx TI 
P=—+—==4a +4 —=l. 
Xx a a 


a 
Por tanto, la duración de la oscilación es la misma para un eje 


paralelo que pasa por el centro de oscilación, y en consecuencia 
también la misma para todos los ejes paralelos cuya distancia al 


zx 
centro de gravedad es la distancia — de éste al centro de oscilación. 
a 


El conjunto de todos los ejes paralelos respecto de los cuales 
la duración de la oscilación es la misma, comprende dos cilindros 


z 
coaxiales cuyas generatrices distan a y — del centro de gravedad. 
a 


Tomada como eje toda generatriz puede trocarse por otra sin que la 
duración de oscilación varíe. 

25. Pará establecer la vinculación entre es 
para abreviar llamaremos cilindros de los ejes, 


tos dos cilindros que, 
hagamos la reflexión 
k2 

— + a. Si buscamos 


siguiente. Si se hace A = k? M es entonces l — 
a 
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los valores de € que corresponden a un valor dado de l, es decir a 
una duración de oscilación dada, encontramos 
1 12 
a=—+ |/ ——ke, 
2 4 
es decir que, en general, para un valor de 1 corresponden dos vala- 
res de a. Si además 


B 
—— k* — O, es decir 1— 2 k, ambos valores 


coinciden con a = k. 


Indiquemos ahora con a, B los dos valores de a correspondientes 
a un cierto valor de 1, serán entonces 


k2 4 g2 k2 +4 p2 


lU= ——— : 


a p2 


O sea 


lelos a diferentes distancias a, $ del centro de gravedad y a los que 


recta, uno a continuación de otro, se describe una semicircunferen- 
cia de diámetro a + $ y se traza la Perpendicular por la extremidad 
común de a y fP. Esa Perperraieylar determina sobre la semicircun- 
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cilar alrededor de todas las paralelas posibles perpendiculares al 
plano de la figura. Respecto de la duración de la oscilación todos 
los ejes que pasan por la circunferencia a son intercambiables entre 
sí y con aquellos que pasan. por otra circunferencia f. Si en lugar 


trop. 


Fig. 124. 


de a tomamos una circunferencia menor A, entonces en lugar de B 
aparecerá una circunferencia mayor y. Continuando de esta ma- 
nera llegan a confundirse ambas circunferencias en una de radio K. 


26. Teníamos nuestras buenas razones para profundizar en es- 
tos detalles. Ante todo ponen bien en evidencia la riqueza de los 
resultados de las investigaciones de Huygens. Pues todo lo que he- 
mos expuesto, o bien está contenido en los escritos de Huygens 
aunque en una forma algo diferente, o se aproxima tanto a lo que 
ellos contienen que sin la menor dificultad pueden completarse. 
Una mínima parte de esos resultados ha pasado a los modernos 
tratados elementales. Uno de los teoremas que se encuentra en los 
tratados elementales es el de la reciprocidad de la posición de los 
centros de suspensión y de oscilación, pero el tratamiento ordinario 
no es concluyente. Es sabido que Kater ha utilizado ese teorema 
para la determinación exacta de la longitud del péndulo que bate 
segundos. 

Las consideraciones anteriores nos han servido también para 
aclarar la naturaleza del concepto de “momento de inercia”. En 
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principio, ese concepto no nos permite ninguna conclusión que no 
se pudiera obtener también sin él. Pero con ayuda de ese concepto, 
ahorrando la consideración individual de cada caso particular o re- 
solviendo éstos de una vez por todas, logf'áriós nuestro objetivo más 
rápida y cómodamente, De ahí que ese concepto tenga su importan- 
cia en la economía de la mecánica, Después de ensayos poco felices 
de Euler y de Segner en este campo, Poinsot ha desarrollado más 
ampliamente estas ideas aportando mayores simplificaciones a tra. 
vés de su elipsoide de inercia y del elipsoide tentral. 


27. Las investigaciones de Huygens sobre las propiedades geo- 
métricas y mecánicas de la cicloide tienen menor importancia, El 
péndulo cicloidal, mediante el cual Huygens logró la independencia 
de la amplitud de las oscilaciones respecto de la duración de las 
oscilaciones, no en forma aproximada, sino exacta, se ha tornado hoy 
inútil en la práctica de la construcción de relojes. Por lo cual y 
no obstante la belleza geométrica que ellas pueden ofrecer, no nos 
ocuparemos con esas investigaciones. 

Por grandes que sean los méritos de Huygens en la teorías físi- 
cas más diversas, en el arte de la relojería, en la dióptrica práctica 
y Especialmente en la mecánica, su obra maestra, la que exigió: el 


a 28. No nos es Posible entrar aquí en los importantes trabajos 
e Huygens en el dominio de la física, Citaremos brevemente sólo: 


tancia de Newton, prefiriendo sustituj 
vale decir Por acciones de contacto 
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de azar. Sus observaciones astronómicas y sus trabajos sobre dióp- 
trica teórica y práctica, han hecho progresar esencialmente los res- 
pectivos dominios. Como técnico es el inventor de una máquina a 
pólvora, cuya idea se ha realizado en las modernas máquinas a 
gas. Como fisiólogo presintió la acomodación del ojo por la defor- 
mación del cristalino. Todo esto, aquí sólo puede ser citado. El 
extraordinario valor de Huygens crece a medida que son conocidos 
sus trabajos a través de la edición de sus obras completas. Una 
breve exposición del conjunto de las contribuciones de Huygens es- 
crita con verdadera veneración, puede verse en J. Bosscha, “Chris- 
tian Huygens, Rede am 200. Gedáchtnistage seines Lebensendes”, 
traducción alemana de Engelmann (Leipzig, 1895). 


3. Los trabajos de Newton 


1. Frente a nuestro objeto, Newton posee un doble mérito. En 
primer lugar ha ampliado considerablemente el campo de la física 
mecánica mediante su descubrimiento de la gravitación universal. 
Además, ha establecido en su forma definitiva, los principios de la 
mecánica, tal como hoy se aceptan. Después de él, no se ha expre- 
sado, en esencia, ningún principio.-nuevo, y todo lo que se ha reali- 
zado en la mecánica, no es sino el desarrollo deductivo, formal y 
matemático de la mecánica sobre la base de los principios newto- 
nianos. 

2. Ante todo daremos una ojeada sobre los trabajos físicos de 
Newton. De las observaciones de Tycho y de las propias, Kepler 
había deducido tres leyes empíricas para el movimiento de los pla- 
netas alrededor del sol, leyes que Newton hizo comprensibles bajo 
un nuevo aspecto. Las tres leyes de Kepler son: 

1) Los planetas se mueven sobre elipses que tienen al sol 
como foco. 
2) Los radios trazados desde el sol al planeta, describen en 
iguales tiempos iguales áreas. 
3) El cubo del eje mayor de la órbita es proporcional al cua- 
drado del tiempo de revolución. 
 Adquirido el punto de vista de Galilei-Huygens y tratando de 
deducir sus consecuencias lógicas, el movimiento curvilíneo de un 
cuerpo sólo: aparece comprensible mediante la presencia de una ace- 
leración constantemente desviadora. Debe buscarse pues en el mo- 
vimiento de los planetas, tal aceleración dirigida siempre hacia la 
concavidad de la órbita. , ) 

En efecto, la mencionada ley de las áreas se explica de E EN 

- nera más simple con la suposición de una aceleración del plane 
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dirigida siempre hacia el sol. Si en un elemento de tiempo el radio 
vector barre la superficie ABS (Fig. 125) sin aceleración, en el 
elemento de tiempo igual y sucesivo barrería BCS, con BC = AB 
situado sobre la prolongación AB. Pero si en 
A B__ €. el primer elemento de tiempo la aceleración 
D central ha producido una velocidad, según 
la cual en ese tiempo se recorrería BD, el 
área barrida en el próximo elemento de 
tiempo no es BCS sino BES donde CE es 
igual y paralelo a BD. Pero se ve que BES — 
S BCS — ABS, Por tanto la ley de las áreas o 
ley de los sectores se deduce claramente de 
la existencia de una aceleración central, 
Admitida la hipótesis de una aceleración central, la tercera ley 
conduce al tipo de la misma. Como los planetas se mueven sobre 
elipses, muy poco diferentes de circunferencias, bara simplificar ad- 
mitiremos que las órbitas son efectivamente circunferencias, Sean 
Ra, Re, Ro, los radios y Ti, Ta, Ta los respectivos tiempos de revolu- 
ción; la tercera ley de Kepler puede €Xpresarse 


miento circular p= 


- Si admitimos que para todos los pla- 


k 


netas y obedezca a la ley y ia siendo k una constante, en- 


ko 472 
contramos — = es O sea E = en 
R2 T2 T? “4 
Ra 3 8 
es decir e = ll = Const 
T2 Ta To? o ] 


Versamente Proporciona] al cuadrad 


3. Fuera de este esfuerzo q i 
ee eductivo, compl 
Por Kepler, Galilei, Huygens, se debe a Nawton peras o 
no menos valioso y que no dudamos £n consider. 
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portante. ¿De qué naturaleza es la aceleración que determina el 
movimiento curvilíneo de los planetas alrededor del Sol, de los 
satélites alrededor de los planetas? 

Con una extraordinaría audacia de pensamiento Newton reco- 
noce, y en verdad ante todo con el ejemplo de la Luna, que esa 
aceleración no ha de diferer esencialmente de la aceleración de la 
gravedad que nos es conocida. Es probable que lo haya conducido 
a este descubrimiento, el principio de continuidad, que ya hemos 
mencionado y que también en Galilei desempeñó un importante 
papel. Newton tenía por costumbre, costumbre que parece ser pecu- 
liar de todos los grandes investigadores, atenerse lo más posible a 
Una representación una vez concebida, aun en los casos en que las 
circunstancias se modificaban, tratando de conservar en la repre- 
sentación aquella uniformidad que la naturaleza nos enseña a re- 
conocer en sus fenómenos. Aquello que una vez, cualquiera sea el 
lugar, se presenta como propiedad de la naturaleza, vuelve a en- 
contrarse siempre y en todas partes, aun sin ser exactamente igual, 
Si la gravedad terrestre no sólo se observa sobre la superficie de la 
tierra, sino también en las altas montañas y en las minas profun- 
das, entonces la continuidad del pensamiento, habitual en el cientí- 
fico, enseña que esa gravedad continúa actuando también a mayores 
alturas y profundidades de las que nos son accesibles. Newton se 
pregunta: ¿Dónde está el límite de la acción de la gravedad te- 
rrestre? ¿No alcanzará ella también a la Luna? Con esta pregunta 
emprende la fantasía un poderoso vuelo del que en un genio inte- 
lectual como Newton, los grandes resultados científicos no son sino 
su necesaria consecuencia. 

Es exacto lo que expresa Rosenberger en su libro (“Newton und 
seine physikalischen Prinzipen”, 1895), en el sentido de que New- 
ton no fué quien primero tuvo la idea de la gravitación universal y 
que, por tanto, Newton ha tenido numerosos y valiosos predeceso- 
res. Pero también puede decirse que todos esos predecesores trata- 
ron la cuestión con presentimientos, intentos y discusiones incom- 
pletas y que nadie, antes de Newton, ha emitido el pensamiento de 
una manera tan completa y vigorosa, que al lado de la solución del 
gran problema matemático, que Rosenberger reconoce, queda aún 
por considerar una contribución extraordinaria de la fantasía cien- 
tífica. 

Entre los predecesores de Newton queremos ante todo citar a 
Copérnico, quien en 1543 dijo: “Yo por lo menos opino que la 
gravedad no es sino la tendencia natural que, por providencia divina 
del señor del mundo, surge de las partes, de manera que puedan 
reunirse en la forma esférica y adquirir así unidad e integridad. 
. Y debe suponerse que tal tendencia resida también en el Sol, en la 
¿Luna y en los demás planetas...”. De un modo semejante Kepler 
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en 1609, como ya Gilbert en 1600, concibe la gravedad como algo. 
semejante a la atracción magnética. Parece que es con esta analo- 
gía que Hooke llegó a la idea de una disminución del peso con la 
distancia y, representándose la acción de la gravedad como determi- 
nada por una radiación, hasta piensa en la acción inversamente 
proporcional al cuadrado. Intentó hasta probar la disminución de 
la acción (1666) por pesadas, en lo alto de la abadía de Westminster, 
de cuerpos suspendidos hacia arriba y hacia abajo mediante pén- 
dulos y balanzas (exactamente como procedió Jolly en los tiempos. 
modernos) y, claro es, sin resultado. El péndulo cónico le sirvió, 
ventajosamente como medio de representar el movimiento plane- 
tario. Hooke pudo así efectivamente aproximarse a la concepción de. 
Newton, sin llegar no obstante a la altura de ellas. ] 

En dos instructivas memorias (“Keplers Lehre von der Gravi- 
tation”, Halle, 1896; “Die Gravitation bei Galilei und Borelli”, Ber- 
lín, 1897). E. Goldbeck ha seguido la prehistoria de la teoría de la- 


Hujos de la marea, así como la tierra atrae a los cuerpos pesados. 
Trata también de ubicar la causa del movimiento de los planetas. 
en el Sol, que imagina como un brazo de palanca no material, que al 
Elrar a su alrededor arrastra a los Planetas alejados más rápida- 
mente que a los próximos. Mediante esta concepción Kepler llega 
hasta a adivinar que la revolución del Sol, es inferior a 88 días. 
(revolución de Mercurio). Ocasionalmente también representa al 


de densidad diferente, 
al cuerpo central (el término 


que Newton reconoció por primera 
que rige el movimiento de caída de 
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una piedra, impide también a ese astro alejarse de la tierra según 
una trayectoria rectilínea, mientras que, inversamente, su velocidad 
tangencial le impide caer sobre la tierra, El movimiento de la Luna 
se le presentó de pronto bajo un aspecto totalmente nuevo y sin 
embargo desde un punto de vista totalmente conocido, La nueva 
concepción era, al mismo tiempo, estimulante, pues abarcaba obje- 
tos hasta entonces muy alejados y convincente pues contenía los 
elementos más conocidos, Esto explica su inmediata aplicación a 
otros dominios y su efecto decisivo. 

.. Con sus nuevas concepciones Newton no solamente ha resuelto 
el misterio milenario del sistema planetario, sino que también hizo 
comprensibles otros fenómenos. Así como la aceleración de la gra= 
vedad terrestre alcanza hasta a la Luna y más allá, también las 
aceleraciones correspondientes a los otros astros, a los que deben 
reconocérsele iguales propiedades de acuerdo al principio de con- 
tinuidad, actúan en todas partes, también en la tierra. Pero si la 
gravedad no es algo local y no pertenece en particular a la tierra, 
tampoco tiene entonces su asiento únicamente en el centro de la 
tierra. Cada trozo de la tierra, por pequeño que sea, participa en 
ella. Cada una de sus partes acelera a todas las demás. Adquieren 
así las concepciones físicas una riqueza y una libertad insospechadas 
antes de Newton, 

De esta concepción fluyeron como espontáneamente toda una 
serie de teoremas sobre la acción de una esfera sobre otros cuerpos 
exteriores, interiores o sobre la esfera, investigaciones sobre la for- 
ma de la tierra y en especial sobre el aplastamiento debido a la 
rotación, El misterio del fenómeno de las mareas, cuya conexión con 
la Luna se había sospechado mucho tiempo, se explicó de pronto 
por la aceleración que la Luna provoca en las masas de agua más 
móviles. j 

Newton hizo comprensible la identidad entre la gravedad te- 
rrestre y la gravitación universal que determina el movimiento de 
los cuerpos celestes, imaginando una piedra lanzada desde la cima 
de una alta montaña con velocidades horizontales cada vez mayores. 
Si se prescinde de la resistencia del aire, la parábola de tiro se 
extenderá cada vez más hasta que finalmente no toca más a la tierra 
y lá piedra se convierte en un satélite que gira alrededor de la tierra: 
Parte del hecho de la gravitación universal. Dice que no ha logrado 
una explicación de ese fenómeno y que no arriesga la formulación 
de una hipótesis. No obstante, de su conocida carta a Bentley, se 
colige que al respecto su pensamiento muestra cierta intranquilidad. 
Le parece absurdo que la gravitación de la materia sea esencial e 
innata, de tal manera que un cuerpo pueda actuar sobre otro a tra- 
vés del espacio vacio sin intermediario. Pero no quiere decidirse res= 
pecto de la naturaleza material o inmaterial (¿espiritual?) de este 
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agente intermediario. Por tanto, Newton ha sentido, como los in- 
vestigadores que le precedieron y le siguieron, la necesidad de ex- 
plicar la gravedad mediante una especie de acciones de contacto. 
Pero el extraordinario éxito que Newton logró en la astronomía, po- * 
niendo las fuerzas a distancia como bases de la deducción, cambió la 
situación por completo. Se hizo un hábito en admitir las fuerzas 
a distancias como datos iniciales para la explicación, y bien pronto 
desapareció la exigencia respecto del origen de las mismas. Se en- 
sayó entonces las fuerzas a distancia en otros campos de la física, 
imaginando los cuerpos constituídos por partículas actuando a dis- 
tancia y separados por espacios vacíos, Finalmente, la acción a dis- 
tancia de las partículas llegó hasta a explicar la resistencia que los 
cuerpos oponen a la presión y al choque, vale decir la acción de 
contacto. En efecto, esta última acción, debido a la discontinuidad, 
está. representada por una función mucho más complicada que la 
primera. Por eso, las fuerzas a distancia tuvieron una gran acep- 
ción en Laplace y sus contemporáneos. Las concepciones simples y 
geniales de Faraday, y su formulación matemática por Maxwell, 
pusieron las fuerzas de contacto nuevamente en primer plano. Dife- 
rentes dificultades habían ya inducido a los astrónomos a dudar de 
la exactitud de las leyes newtonianas, y se ensayaron pequeñas mo- 
dificaciones cuantitativas en las mismas. Pero después de la com- 
probación de que la acción eléctrica exigía cierto tiempo para su 
trasmisión, surgió naturalmente de nuevo, la cuestión acerca de 
relaciones semejantes en las acciones análogas de la gravedad. En 
efecto, la gravedad tiene una gran analogía con las fuerzas eléctri- 
Cas a distancia, sólo que en la primera, por lo menos en lo conocido 
hasta ahora, se presentan únicamente atracciones y no repulsiones. 
Fóppl (“Uber eine Erweiterung des Gravitationsgesetzes”, Sitzungs- 


den admitir masas negativas, 
, QUe se atraen entre sí, pero que 
por tanto, que se pueden concebir 
Campos de gravitación finitos, semejantes a los eléctricos. Drude 


a distancia en el Congreso científico 
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Wien, Uber die Moglichkeit einer elektromagnetischen Begriindung 
der Mechanix (Archives Néerlandaises, La Haya 1900, V. pág. 96). 


4.- El efecto del caudal de nuevos descubrimientos físicos no 
podía tardar. Las aceleraciones muy diferentes que, de acuerdo a 
las nuevas concepciones, podía tomar el mismo cuerpo según su po-: 
sición en el espacio, trajeron inmediatamente la idea de un peso 
variable, sin dejar de reconocer en el cuerpo una característica 
invariable. Se separaron así claramente, por primera vez, los con- 
ceptos de masa y peso. Reconocida la variabilidad de la acelera= 
ción, Newton, mediante. experimentos especiales, comprobó la inde- 
pendencia de la aceleración respecto de la constitución química, 
lo que proporcionó nuevos puntos de referencia para la elucidación 
de la relación entre el peso y la masa en los que ya entraremos. Fi-» 
nalmente, los trabajos de Newton hicieron sentir la aplicabilidad: 
universal del concepto de fuerza de Galilei, más fuertemente que 
antes. Ya no podía creerse que ese concepto fuera aplicable úni- 
camente a los fenómenos de caída o semejantes. La generalización 
se produjo, por así decir, espontáneamente y sin llamar mayormente 
la atención. i 


5. Discutamos ahora más detalladamente las contribuciones de' 
Newton relacionadas con los principios de la mecánica. Trataremos 
ante todo de dar al lector la impresión exacta de las concepciones 
de Newton, haciendo únicamente algunas observaciones críticas pre- 
paratorias reservando una crítica más detallada para parágrafos ul- 
teriores. De la simple lectura de su obra (“Philos. natural. princip, 
mathemat.”, Londini 1687) aparecen como progresos fundamentales 
frente a Galilei y a Huygens los siguientes: 

1) La generalización del concepto de fuerza. 

2) El establecimiento del concepto de' “masa”, 

3) La formulación clara y general del teorema del paralelogra- 

mo de las fuerzas. 

4) El establecimiento del principio de la igualdad de la acción 

y de la reacción. 

6. Respecto del primer punto hay poco que agregar a lo ya 
dicho. Newton concibe todas las circunstancias que determinan mo- 
vimientos, y no sólo la gravedad terrestre sino también la atracción 
de los planetas, la acción de los imanes, etc., como determinantes de 
aceleraciones. Es difícil mostrar cuáles consideraciones lo condu- 
jeron a una generalización tan inmediata y amplia. No es posible 
realizar experiencias para cada tipo de fuerzas. En cambio da a 
entender que todas las fuerzas, que pueden ser otras fuera de la 
presión o la tracción, se comportan igualmente respecto de la ace- 
leración (véase “Erkenntnis und Irrtum”, 2* edición, 1906, pág. 140, 
315). Además Newton observa expresamente, que con las palabras 
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atracción, etc., no expresa opinión alguna sobre la causa o la índole 
de la acción mutua, sino que con ella sólo quiere designar la efectiva 
expresión del fenómeno del movimiento. La seguridad reiterada- 
mente expresada por Newton,-de que él no tiene nada que hacer 
con las especulaciones respecto de las causas ocultas de los fenó- 
menos mas sí con la investigación y comprobación de los hechos, 
dirección de su pensamiento que se expresa clara y brevemente en 
sus palabras “hipotheses non fingo”, lo revelan como un filósofo 
eminente. Él no desea dejarse dominar e imponer por su propia 
fantasía, ni convertirla en admiración, él quiere conocer la natu- 
raleza, + 


7. Con respecto al concepto de “masa”, observemos ante todo 
que la formulación dada por Newton, según la cual la masa es el 
producto del volumen por la densidad de una determinada cantidad 
de matería de un cuerpo, no es feliz, El círculo vicioso es evidente, 
pues no puede definirse la densidad sino como masa en la unidad 
de volumen. Newton sintió claramente que todo cuerpo llevaba 
consigo una característica determinante del movimiento que era di- 
ferente de su peso, y que con él llamaremos masa, mas no logró ex- 
presar correctamente este conocimiento. Ya volveremos sobre este 


punto, limitándonos por ahora simplemente a algunas observacio- 
nes preliminares, 


Sas, para explicar las cosas 
a z suficientes para la lica- 
ción de esos fenómenos. p ps 


A ión de la luz en la tierra y en los planetas. 

eS 3, Aquellas propiedades de los cuerpos de no son Euscepti. 
aumento o de disminución y que pertenecen a todos los cuerpos 

ión, deben ser con- 
Aquí sigue la nume- 


o E E ór Masa y, a su vez, nues- 
Mares gravitan Mid a A si ádemás, como se ha probado 
s astronómicas, 1 1 i 
E C Os planetas 
si y los cometas gravitan sobre el Sol; Tesulta de Pro 
e sí 


física experimental las 
menos deben consid 


Proposiciones deducidas por 
Ss, nO obstante las hipó 


erarse verdaderas o muy apro- 
hasta que nuevos fenóme- 
nsideren como excepciones. 


O que no es posib 
posible e 5 Superen a los argumentos 


dle la inducción.” s que las hipótesi 
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8. Numerosas experiencias, muchas de las cuales Newton tenía 
a su disposición, ponen. de manifiesto claramente, la existencia de 
una característica determinante -del movimiento diferente del peso. 
Baliani, al diferenciar, según G. Vailati, el peso como agens y como 
patiens en el prólogo de su obra “De motu gravium” (1638), se 
muestra ya como un precursor de Newton. Si se suspende un volante 
mediante una cuerda que pasa por una polea, y se trata de elevarlo, 
se siente el peso del volante. Pero si el volante se coloca sobre un 
eje perfectamente cilíndrico, pulido y equilibrado lo mejor posible, 
su peso no le hace tomar ninguna posición determinada. No obs- 
tante sentimos una gran resistencia, ya en poner en movimiento el 
volante o ya en detener su movi- , e 
miento. Es este fenómeno el que ha Z% Ue 
dado lugar al establecimiento de P 
una propiedad especial de inercia, o 
más bien fuerza de inercia y que, 
como hemos visto y aclararemos 
luego, no es necesaria. Dos cargas 
iguales, levantadas simultáneamen. 
te, resisten por sus pesos (Fig. 126). 
Pero si se cuelgan de los extremos Fig. 126. 
de una cuerda que pasa por una po- 
lea, resisten por sus masas al movimiento o mejor a la variación de la 
velocidad de la polea. Un gran peso que cuelga de un largo hilo como 
péndulo puede ser mantenido con muy poco esfuerzo en una posición 
próxima al equilibrio mediante una pequeña desviación del hilo. La 
componente del peso que empuja al péndulo hacia su posición de 
equilibrio es muy pequeña. No obstante, experimentamos una no- 
table resistencia si queremos poner rápidamente el peso en movi- 
miento o detenerlo. Un peso suspendido de un globo y, Por ende, tal 
que su gravedad ya no entra en consideración, opone una sensible 
resistencia a todo movimiento. Si se agrega que un mismo cuerpo 
en distintas latitudes geográficas y en distintos lugares del espacio 
presenta aceleraciones de la gravedad muy diferentes, se reconoce a 
la masa como una característica determinante del movimiento y dis- 
tinta del peso. 

Debe todavía indicarse que en el peculiar desarrollo de Newton, 
el concepto de masa está psicológicamente muy próximo al de cañ- 
tidad de materia. Por lo demás, no podemos esperar de un científico 
de la época de Newton consideraciones críticas sobre el origen del 


concepto de materia. El concepto se ha desarrollado de una manera 


totalmente instintiva; se encontró como un dato y se admitió con 
entera naturalidad. Igual cosa ocurrió con el concepto: de fuerza. 
Pero la fuerza se presenta unida a la materia. Y, precisamente, 
Newton al asignar a todas las partículas materiales análogas fuerzas 


Y/fr. 
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de gravitación, al considerar la fuerza de atracción de los astros 
como la suma de las fuerzas de las partes singulares de las que se 
componen, hace aparecer directamente esas fuerzas vinculadas a 
la cantidad de materia. Sobre esta última circunstancia há insistido 
Rosenberger (“Newton und seine physikalischen Prinzipien”, Leip- 
zing 1895, especialmente pág. 192). 

En otro lugar (“Analyse der Empfindungen”) he tratado de 
mostrar cómo la permanencia de los vínculos entre sensaciones di- 
ferentes nos conduce a la suposición de una permanencia absoluta 
que llamamos sustancia, y cómo el ejemplo más inmediato y próxi- 
mo de sustancia lo ofrece un cuerpo en movimiento que se distingue 
de todo lo que le rodea. Si el cuerpo se divide en partes semejantes, 
cada una de las cuales presenta un conjunto de propiedades perma- 
nentes, llegamos a la representación de una sustancia que varía 
cuantitativamente y que llamamos materia. Pero lo que se suprime 
de un cuerpo aparece en otra parte. La cantidad total en materia 
se presenta pues constante. Visto más exactamente, tenemos que 
hay tantas cantidades sustanciales como propiedades de los cuerpos; 
de manera que para la materia no queda otra misión que la de re= 
presentar el vínculo permanente entre las propiedades particulares, 
entre las cuales la masa es simplemente una de ellas. (Véase “Prin- 
zipien der Wármelehre”, 1896, pág. 425). 

_ 9. Es importante la comprobación de Newton, según la cual, 
bajo ciertas circunstancias especiales, la masa de un cuerpo puede 
da mediante su peso. Imaginemos un cuerpo colocado 

ncima de una base (Fig. 127), sobre la cual ejerce una presión 


: ] | mediante su peso. Se llega fácilmente 'a la ob. 
Ñ servación que un cuerpo doble, triple, mitad 

o un tercio de aquél, ejerce una presión doble, 
UTC "ple, mitad o un tercio de la primitiva. Si 
Fig. 127. - Imáginamos que la aceleración de la gravedad 
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de la constitución (química) de los cuerpos, el mismo lugar de la 
mp : 

tierra es yg = y”, tendríamos — = — y entonces, en un mismo lugar 
mm p 

de la tierra la masa podría ser medida por el peso. 

La independencia de g respecto de la constitución química fué 
comprobada por Newton mediante péndulos de igual longitud y de 
material diferente, que, no obstante, mostraron igual duración de 
oscilación. Se preocupó de tomar en consideración la perturbación 
provocada por la resistencia del aire, que evitó empleando péndulos 
formados por grandes esferas iguales de distinto material, cuyo 
peso se igualaba mediante un vaciado parcial de las mismas. De 
manera que todos los cuerpos pueden considerarse afectados con la 
misma Y y, por tanto, su cantidad de materia o masa, según Newton, 
puede ser medida mediante su peso. 

Imaginemos colocada una pantalla entre una serie de cuerpos y 
un imán; si el imán es suficientemente poderoso esos cuerpos, o la 
mayoría de ellos, ejercerán una presión sobre la pantalla, Pero a 
nadie se le ocurrirá utilizar esas presiones magnéticas para medir 
las masas, como se hizo con las presiones debidas a los pesos. La 
desigualdad demasiado evidente de las aceleraciones impresas por 
el imán a los distintos cuerpos no permite tal ocurrencia. Por otra 
parte, el lector advertirá que todas estas consideraciones presentan 
el flanco a la crítica, puesto que el concepto de masa, que hasta ahora 
sólo se ha denominado y sentido como una necesidad, se ha supuesto 
pero no se ha definido. 

10. Se debe a Newton una formulación clara del principio de 
la composición de las fuerzas. 1 Si un cuerpo está sometido simultá- 
neamente a dos fuerzas (Fig. 128), una de las cuales le haría reco- 
rrer el camino AB y la otra el camino AC en el mismo intervalo, 
entonces en ese intervalo el cuerpo se mueve según AD, puesto que 
ambas fuerzas y los movimientos que ellas engendran son indepen- 
dientes entre sí. Esta concepción es com- 


pletamente natural y además señala clara- A B 
mente lo esencial. No contiene ninguno de NO 
los caracteres artificiales y forzados que D 


más adelante fueron introducidos en la teo- Fig. 12%. 
ría de la composición de las fuerzas. 

Podemos dar al enunciado una forma algo diferente que sé apro- 
xima más a la actual. Las aceleraciones que distintas fuerzas im- 
primen a un mismo cuerpo son asimismo las medidas de esas fuerzas, 
Pero también las aceleraciones son proporcionales a los caminos 


esp Í ició deben men- 
1 Respecto de la teoría de la composición de las fuerzas a 
cionarse los trabajos de Roberval (1668) y de Lami (1687). A Varignon 
ya lo citamos. 
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recorridos en tiempos iguales, de manera que estos caminos pueden 
servir también como medidas de las fuerzas. Podemos entonces 
decir: Si sobre el cuerpo A actúan dos fuerzas según las direcciones 
AB y AC, que son proporcionales a los segmentos AB y AC, el 
cuerpo toma un movimiento que podría efectuarse actuando única- 
mente una tercer fuerza dirigida según la diagonal del paralelo- 
gramo construído sobre AB y AC y proporcional a la misma. Esta 
última fuerza puede entonces sustituir a las dos anteriores. Si pre- 
cisamente q y y son las aceleraciones producidas según AB y AC, 


pt? ye 
entonces para un tiempo t será AB PRE AC=_= sa Si imagi- 


narmnos, que en el mismo tiempo, es recorrida AD debido a una fuerza 
(condicionada a la aceleración %) tendremos 


14 
a y  AB:AC:AD::Q:w:x 


Si se admite la independencia mutua de las fuerzas, el principio 
del paralelogramo de las fuerzas resulta entonces sin dificultad del 
concepto galileiano de fuerza. Pero sin el supuesto de tal indepen- 
dencia sería inútil esforzarse en deducir lógicamente el principio. 


11. Es quizá la más importante contribución de Newton res- 
pecto de los principios, la formulación clara y general del principio 
de la igualdad de la acción y la reacción, de la presión y la contra- 
presión. Las cuestiones sobre el movimiento de los cuerpos que se 
influyen mutuamente, no pueden ser resueltas con los principios 
de Galilei únicamente. Se hace necesario un nuevo principio que 
determine Precisamente tal acción mutua. Uno de esos principios es 
E introducido por Huygens en la investigación del centro de osci- 

ción, otro de esog Principios es el principio newtoniano de la 
igualdad de la acción y la reacción. 


Segúr 1 Newton, ún cuerpo jerc 

4 que ejerce s A 
sión o una tracció s, : e J obre otro una compre 
la misma medida. Presi 


Ue o proporcionales a su 
i bie A e 

cho más ad o unciado, el Principio de Newton parezca mu- 
el de Huygens, a omediato y más admisible a primera vista que 
> EE Encuentra, sin embargo, que de ninguna manera 


DESARROLLO DE LA MECANICA 171 


contiene menos experiencias no analizadas'y menos elementos ins- 
tintivos. Sin duda alguna, el primer impulso hacia el estableci- 
miento del principio es de naturaleza puramente instintiva. Se sabe 
que se experimenta una resistencia de parte de un cuerpo, recién 
cuando se hace el esfuerzo de poner el cuerpo en movimiento. 
Cuanto más velozmente tratamos de lanzar una gran piedra, tanto 
mayor será el rechazo de nuestro propio cuerpo. Presión y contra- 
presión van apareadas. La hipótesis de la igualdad de la presión 
y la contrapresión se hace inmediata si imaginamos (de acuerdo a 
una aclaración del mismo Newton) una cuerda tendida entre los dos 
cuerpos, o un resorte en espiral tendido o comprimido. 

Pertenecen a la estática numerosos conocimientos instintivos que 
contienen la igualdad de la presión y la contrapresión. Uno de ellos 
es la experiencia trivial que nadie puede elevarse en el aire tirando 
de la propia silla. En un escolio, en el cual cita como predecesores 
respecto de la aplicación del principio a Wren, Huygens y WalMís, 
Newton expone consideraciones análogas. Supone la tierra, cuyas 
partículas individuales gravitan unas sobre otras, cortada por un 
plano cualquiera. Si la presión de una de las partes no fuera igual a 
la contrapresión de la otra, la tierra se movería según la dirección de 
la presión mayor. Pero de acuerdo a nuestras experiencias, el mo- 
vimiento de un cuerpo sólo puede ser determinado por otro cuerpo 
exterior al mismo. Por lo demás, como el plano secante podría ser 
cualquiera la dirección del movimiento quedaría totalmente inde- 
terminada, 


12. La oscuridad del concepto de masa Se hace sentir nueva- 
mente en cuanto se quiere aplicar dinámicamente el principio de la 
igualdad de la acción y la reacción. Presión y contrapresión deben 
ser iguales. ¿Pero, de dónde sabemos que iguales presiones produ- 
cen velocidades inversamente proporcionales a las masas? Newton 
mismo sintió la necesidad de confirmar por la experiencia este prin- 
cipio fundamental. En su escolio enumera a favor del principio 
las experiencias de Wren sobre el choque y describe experiencias 
propias. En dos vasos con tapones de corcho, encierra en uno Un 
imán y en el otro un trozo de hierro, los coloca ambos en un gran 


vaso con agua y los abandona a su propia acción mutua. Los frascos 


se acercaron, chocaron entre si, quedaron unidos y se mantuvieron 
presión y la contrapresión, 


en reposo, Esto expresa la igualdad de la : 
así mismo que las cantidades de movimiento son iguales y Opues as 
(como lo veremos al discutir las leyes del choque). 


13. Ya habrá advertido el lector, que las diferentes experé o 
nes de Newton relacionadas con la masa y con el principio de 


es y bre 
ción y reacción están vinculadas entre sí y que una EN olmos 
la otra. Las experiencias fundamentales son: el conocimiento 
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tivo de la conexión entre presión y contrapresión; el conocimiento 
de que los cuerpos, independientemente de sus pesos, resisten a toda 
variación de velocidad en relación a su peso; la observación de que 
los cuerpos de mayores pesos toman,.a igual presión, velocidades 
menores. Newton ha sentido maravillosamente cuáles son los con-' 
ceptos y principios fundamentales necesarios en la mecánica. Sin 
embargo, la forma en que los ha establecido, como más adelante lo 
veremos en detalle, ha dejado mucho que desear. Pero tal cosa no 
nos autoriza a subestimar sus trabajos, pues tuvo que vencer enor- 
mes dificultades, que sin embargo trató de evitar menos que cual- 
quier otro investigador, 


14. La contribución de Newton no se limita a los dominios que 
constituyen el objeto de nuestra exposición. Ya los Principios de 
la filosofía natural van más allá del tratamiento de la mecánica 
propiamente dicha. En ellos se trata del movimiento en medios 
resistentes y del movimiento de los líquidos, aun con acción del fro-' 
tamiento; en ellos se deduce por primera vez teóricamente la pro- 
pagación de la velocidad del sonido. Pero también una serie de 
descubrimientos importantes contiene la obra óptica de Newton. Ahí 
muestra la descomposición prismática de la luz, la composición de 
la luz blanca a partir de sus diferentes colores componentes de 
desigual refrangibilidad; demostración que vincula con la de la pe- 
riocidad de la luz y con la determinación de la longitud del período 
que depende del color y de la refrangibilidad. También, en lo esen- 
n comprender la polarización. Otros 
lecimiento de su ley de la pérdida de 
ométricos o pirométricos fundados so- 
aciones sobre óptica, Newton ha indi- 


lei, Descartes Fermat, Rob 
: ; er ¡eri : s 
fueron accesibles a ambos val, Cavalieri, Guldin, Wallis, Barrow, 
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4. Discusión y explicación del principio de acción y reacción 


1. Daremos ahora una ojeada al pensamiento de Newton, a fin 
de tratar de aproximar el principio de acción y reacción a nuestros 
sentidos y a nuestra intuición. Si dos masas M y m (Fig. 129) actúan 
recíprocamente, según Newton, se comunican velocidades V y v de 
signo contrario, que son inversamente proporcionales a las masas, 


de donde MV 4 mv =0. 


Se puede dar a este principio fundamental la apariencia de una 
gran evidencia mediante la consideración siguiente. Imaginemos 
ante todo, dos cuerpos a completamente iguales (también en su as- 


9. 
v-[m] Mm — y 2¿A—M% 


Fig. 129. Fig. 130. 


pecto quimico) (Fig. 130). Si los colocamos uno frente del otro y 
los dejamos actuar entre sí, resulta que, excluída la influencia de 
un tercer cuerpo así como la del observador, la única acción mutua 
determinada unívocamente es la comunicación a los cuerpos de 
iguales velocidades con sentido opuesto y dirigidas según la recta 
que los une. 

Reunamos ahora (Fig. 131) m de tales cuerpos Q en A, y frente 
a ellos m' de tales cuerpos 4 en B. Tenemos entonces cuerpos cuya 
cantidad de materia están entre sí como m : m?. Tomemos la distan- 
cia entre ambos grupos suficientemente grande como para poder 


rol a 

[afa E 

E 
Fig. 131. Fig. 132. 


prescindir de la extensión de los Cuerpos. Consideremos ahora las 
aceleraciones a que se comunican los dos cuerpos como independien- 
tes entre sí. Cada parte de A recibirá de B la aceleración M'a Y 
cada parte de B la aceleración ma de A, aceleraciones que están 
entonces en razón inversa de las masas. 

2. Consideremos ahora dos masas Mym (formadas ambas de 
cuerpos iguales a) unidas por medio de un resorte elástico (Figu- 


ra 132). Supongamos que la masa M reciba una aceleración q de- 


bido a una causa exterior; aparece de inmediato una deformación en 
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e 


el vínculo que por un lado retarda a m, pero al mismo tiempo ace- 
lera a M. Pero en cuanto ambas masas se mueven con la misma 
aceleración, la deformación del vínculo cesa de manifestarse, Si lla 
mamos a la aceleración de M, y $ la disminución de la aceleración 
de m se tiene entonces a = p—f, de donde, por lo anterior, 
aM=—fm. De esto se deduce 


my 


a 

.y= A o a= . 
a+f=a+ A Y Mim 
Si se examinara más detalladamente el fenómeno se reconocería que 
ambas masas, además de su movimiento progresivo realizan, una 
respecto de otra, todavía un movimiento de oscilación. Pero si el 
vínculo desarrolla una gran tensión para una pequeña deformación, 
no puede lograrse una gran amplitud de oscilación, y puede pres- 


cindirse totalmente de ese movimiento oscilatorio, como nosotros lo 
hicimos, y él e 
meo 


M>+m 
aceleración del sistema total, vemos que el producto m q desempeña 
un papel importante en esa determinación. Por ello, a este producto 
de una masa por la aceleración comunicada a la misma, Newton dió 
el nombre de “fuerza motriz”. En cambio M -+ m representa la 
masa total del sistema sólido, Obtenemos entonces la aceleración de 


una masa m” sobre la cual actúa la fuera motriz p por la expresión 
y 


Si consideramos la expresión a— 


que determina la 


rectamente la una sobre la otra en todas 
Masas My, Ma, j i 
entre sí de modo tal que m, da sólo sobre emo) vinculadas 


sobre M2 y My sólo sobre ma. 
a en m, la aceleración p- Por la deforma- 
ción las masas 


Producen las aceleraciones 


cha y negativamente haci. 1 
l a 
mación deja de existir cuand, Fguierda, y es evidente que la defor- 


con pon 
dm=ym ; am=Bm, 
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La solución de este sistema da para la aceleración común 


mo 


mmm 


por tanto un resultado de la misma forma anterior. Si entonces un 
imán actúa sobre un trozo de hierro unido a su vez 

a un trozo de madera, no hay que preocuparse por m3 me mi 
averiguar qué partículas de madera, por el movi- 

miento del trozo de hierro, se deforman ya directa- —.. pig, 133, 

mente, ya indirectamente (por intermedio de otras 

partículas de madera). Estas consideraciones contribuyen a mostrar 
claramente la gran importancia de las concepciones de Newton para 
la mecánica. También más tarde servirán para poner en evidencia 
más claramente los puntos débiles de esas concepciones. 

4. Veamos ahora algunos ejemplos físicos intuitivos del prin- 
cipio de la acción y reacción. Consideremos una carga L sobre una 
mesa T (Fig. 134). La mesa es presionada por la carga en la medida 
en que ésta, inversamente, la presiona, ella impide por tanto su 

caída. Si p es el peso, m la masa y 9 la 

le aceleración de la gravedad, será de acuer- 

do a la concepción de Newton Pp = M9. 
Si se permite a la mesa moverse hacía 
abajo con la aceleración de la caída libre 
ES g, desaparece toda presión sobre la misma. 
q Reconocemos entonces que la presión so- 


bre la mesa está determinada por la aceleración relativa de la 
carga frente a la de la mesa. Si la. mesa baja o sube con la acele- 
ración y, la presión sobre la misma será, respectivamente, m (g— y) 
y (9+ y). Pero debe observarse que para una velocidad de as- 
censo o descenso constante, no se produce ninguna variación en 
esas relaciones. Pues sólo la aceleración relativa es la circunstancia 
determinante. 

Galilei conocía muy bien est 


la experiencia la opinión de los ar 4 0 
pos de mayor peso caen más rápidamente, sino que Puso en aprietos 


a sus contradictores también lógicamente. Los aristotélicos decian 
que los cuerpos más grandes caen más rápidamente porque las par- 
tes superiores presionan sobre las inferiores y aceleran la caída. 
Pero entonces, replica Galilei, si s 
uno más grande, como el primero tie 
más lentamente, retarda el movimient 


cuencia el cuerpo más grande caería M tan 
ño. Toda la hipótesis fundamental, dice Galilei, es falsa, pues 4n0 


e) 


as relaciones. No sólo refutó con 
istotélicos según la cual los cuer- 
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parte de-un cuerpo que cae no puede, por su propio Peso, presionar 
sobre otra parte, 


l : 
Un péndulo con la duración de oscilación T — ¡an adqui- - 
g 


l 
Tiría una duración de oscilación T — xq si su eje recibe una 
E 5 g Enea Y 


aceleración y hacia abajo, y si cae libremente esa duración de osci.- 
lación se hace infinita, es decir, deja de oscilar. 

Si nosotros mismos saltamos o caemos desde una cierta altura, 
experimentamos una sensación peculiar, que debe provenir de la 


fuéramos transportados a Un Planeta mayor, la sensación sería la 
de una ascensión perpetua, como en un terremoto. 


s 5. Estas relaciones se ilustran muy bien con un aparato cons- 
truído por Poggendorff (Fig. 135a). En uno de los extremos del 
fiel de una balanza se coloca una polea C, alrededor de la cual pasa 
Un hilo cargado en ambas extremidades 


Pesar p, pesa solamente EA (9— y). 


Como es Y= ABD rap 9, la carga sobre la polea en lugar de p 


2P 


Tr. 


debe ] 
considerarse p . 2P jp El peso impedido parcialmente en su 
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cargado con un peso P en una de sus extremidades y fijando en m 
su extremidad libre de carga. Se equilibra la balanza. Una tracción 
sobre m no debe producir ningún efecto directo sobre la balanza, 
pues la dirección del hilo pasa exactamente por el eje de la misma. 


Fig. 1354 


Fig. 135” 


Fig. 135 5, 


Sin embargo, desciende de inmediato el lado a. Si se abandona el 
hilo, a vuelve a subir. Un movimiento NO acelerado del peso no 
alteraría el equilibrio. Pero es claro que puede pasarse del reposo 
al movimiento sin aceleración. 

6. Un fenómeno, a primera vista sorprendente, es el de los cuer- 
pos que si son suficientemente pequeños, pueden quedar suspendidos 
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mucho fiempo en un líquido de peso específico mayor o menor, Se 
reconocé sin embargo que tales partículas han de vencer al frotá- 
miento del líquido. Si el cubo de la Fig. 136 se divide en 8 partes 
según las tres secciones indicadas que -se mantienen colocadas una 
al lado de la otra, la masa y el exceso del peso siguen siendo igua- 
les, pero las secciones y la superficie 'se duplican, con la cual au- 
menta el frotamiento. 

Ocasionalmente se ha emitido la opinión que tales partículas sus- 
pendidas no tiene influencia alguna sobre el peso específico marcado 
por un areómetro sumergido, pues las partículas mismas serían areó- 
metros, Pero se ve fácilmente' que en cuanto estas partículas suben 
o bajan con velocidad constante, cosa que ocurre de inmediato para 
partículas muy pequeñas, los efectos sobre la 
balanza y sobre el areómetro deben ser los mis. 
mos. Si se imagina el areómetro :oscilando al- 
rededor de su. posición de equilibrio, se obser. 
va que el líquido con todo su contenido se mue- 
ve con él. La aplicación del principio de los des. 
plazamientos virtuales establece sin lugar a du- 
das que el areómetto debe dar el peso específico 

Fig. 138. medio. La siguiente consideración puede con. 
: vencer acerca de la inconsistencia 'de la opinión 
según la cual el areómetro debe indicar solamente el peso específi- 
co del líquido y no el de éste con sus partículas suspendidas. Supon- 
gamos que en un líquido A, una pequeña cantidad de un líquido más 
A B está repartida en pequeñas gotitas. El areómetro indicaría 
ólo el peso específico de A. Si se supone ahora que el líquido B au- 
A roda pa a ser tanto como A, ya no puede 
a pino o está suspendido en el otro, y por tanto cuál 

que el areómetro debe señalar. 


.. E , , ] 

as A fenómeno grandioso en el cual las aceleraciones relativas 

o erpos actúa como determinante de su' acción mutua, es el 
£nómeno de las mareas. 


Lo consideraremos aquí sólo en la medida 
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El fenómeno de la marea hizo una impresión extraordinaria sow' 
bre quienes lo observaron por primera vez en toda su magnitud; 
No: debe pues asombrarnos que los. investigadores de todos los tiem- 
pos se hayan ocupado vivamente de él. Los guerreros de Alejandrd 
Magno que, por el Mediterráneo, conocían apenas una sombra del 
fenómeno de las mareas, se mostraron muy sorprendidos ante el 
enorme flujo de las bocas del Indo, como lo comprobamos de la 
descripción de Curtius Rufus (De Rebus gestis Alexandri Magni; 
Lib. IX, cap. 34-37) que aquí transcribimos: E. 


“834. Cuando ellos avanzaban más lentamente debido a la marea 
que subía, abordaron con la flota a una isla situada en medio de las 
aguas y se diseminaron en busca de provisiones sin pensar remota- 
mente en lo que les iba a ocurrir, 


35. Eran cerca de las tres cuando el océano, en su constante 
flujo y reflujo, empezó a subir y dirigirse en contra del curso del 
río. Al principio lo detuvo, mas luego lo empujó con tal ímpetu que 
hizo retroceder la corriente con gran fuerza, como torrente que 
irrumpe en el valle. La gente, que desconocía la naturaleza de las 
mareas, creía ver un milagro y una señal de la ira divina. El mar, 
ensanchándose cada vez más, empezó a inundar los campos hasta 
entonces secos. Y ya se habían elevado los navíos y dispersado la 
flota, cuando de todas partes aquellos que habían descendido a tierra 
regresaban corriendo, sorprendidos y consternados, ante tal inespe- 
rado desastre. Pero cuanto más se apresuraban, mayor era la con- 
fusión. Unos tratan de alcanzar los navíos con garfios, mientras otros 
Se atascan al tratar de poner los remos en su sitio. Muchos, en su 
prisa, no han esperado a sus compañeros y no pueden gobernar sus 
desquiciadas naves; otras naves se han llenado de tal modo que en 
£llas la gente no puede moverse; la precipitación todo impide: ya 
porque sobre gente, ya porque falte. Unos gritan que hay que espe- 
rar, otros que hay que partir y tantos gritos contradictorios, al final, 
impiden toda posibilidad de ver y de oír. Hasta los mismos pilotos 
son ahora inútiles, pues el ruido no permite oír sus órdenes y la 
confusión y el terror impide cumplirlas. Entonces comenzaron las 
naves 'a entrechocarse, los remos a romperse y todo a mezclarse, , Se 
“creería que no se trata de una flota de una misma armada, sino de 
dos flotas empeñadas en un combate naval. Las popas chocan con 
tra las proas; la confusión es tal, que lo que el de adelante hace, la 
recibe el de atrás, el enojo crece y de las palabras se llega a las 
manos. ] e 


ee 

36. Mientras tanto, la marea había inundado toda la campaña 
alrededor del río, de tal manera que sólo se divisaban algunas alt= 
ras como pequeñas islas; a las que algunos alcanzaron a nado e 
pués de haber perdido toda esperanza de subir a las naves. La flota 
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se encontraba dispersa, en parte en aguas profundas y en parte en 
aguas bajas, según las irregularidades del terreno, cuando les sobreco- 
gió un espanto aún mayor que el anterior. El mar comenzó a re- 
troceder, volviendo las aguas en grandes oleadas a su lugar primi- 
tivo y dejando nuevamente en descubierto la tierra que hasta enton- 
ces había estado sumergida. Las naves entonces, que quedaban en 
seco, se inclinaban o caían las unas sobre las otras; el suelo quedó 
sembrado de bagajes, armas y de tablas y remos rotos. Los soldados 
ya no se arriesgaban a quedarse en las naves, ni a bajar a tierra, 
temerosos de una nueva desgracia peor que la anterior. No daban 
crédito a sus propios ojos ante ese naufragio en seco, ante ese mar 
en un río. Y no creían que sus desgracias habían terminado. Pues, 
desconociendo que la marea pronto volvería y pondría nuevamente 
a flote a las naves, ya se velan acosados por el hambre y otras cala- 
midades. Además ciertos monstruos marinos que la marea había 
abandonado, les horrorizaban. 


37. Mientras tanto, bajó la noche y el mismo rey estaba inquie- 
to desesperando de salvarse. Sin embargo, nada podía abatir su 
indomable coraje y se mantuvo toda la noche alerta, y hasta envió 
algunos hombres a caballo hasta las bocas del río, a fin de que advir- 
tieran cuando la marea volviese. Además trató de mejorar sus na- 
víos, enderezó a los que se habían inclinado y ordenó de mantenerse 
listos para el instante en que de nuevo el mar cubriría la tierra, 
Después de haber pasado toda la noche en vela tratando de infundir 
valor a la armada, llegaron los jinetes a todo correr y la marea detrás 
de ellos, Al principio comenzó la marea dulcemente a levantar las 
naves sobre el agua, pero luego, ya ésta a flote sobre las aguas, puso 
toda la flota en movimiento, entre los gritos de júbilo y de entusias- 
mo con que los soldados y marineros festejaban tan inesperada salva- 
ción. ¿De dónde, se preguntaban asombrados, volvía tan enorme ma- 
sa de agua? ¿dónde se había retirado el día anterior? ¿cuál era la 
naturaleza de un elemento tan desordenado y al mismo tiempo tan 


so a tales regularidades? Como el rey conjuró que el suceso 
. ds a repetirse al amanecer, para adelantarse a la marea, hacia 
Aria anoche descendió con algunos pocos navíos por el río, y ha- 
biendo llegado a la desembocadura cingló 400 esta 
con lo que satisfizo sus deseos, 
dioses de los mares y de esas r 
8. Para la explicación de 
ta que la tierra, 


dios mar afuera 
Y después de haber sacrificado a los 
€glones, regresó a la flota.” 


e las Mareas, es esencial tener en cuen= 
o cuerpo sólido, sólo puede tomar una acelera- 


Puede tomar aceleraciones di A 
alejadas o más próximas a la Luna A e DoS 
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Consideremos en la tierra E, colocada frente a la Luna M, tres 
puntos A, B y C (Fig. 137, 138). Las aceleraciones de los tres puntos 
hacia la luna, si los consideramos libres, son respectivamente 


+4 p p—Ag. 
E 
M 


S 


Fig. 137, 


El conjunto de la tierra, supuesta sólida, tiene entonces la ace- 
leración q. Designemos con Y la aceleración hacia el centro de la 
tierra. Si contamos todas las aceleraciones hacia la izquierda como 
negativas y hacia la derecha como positivas tendrán 


los puntos libres A B 0] 
las aceleraciones —(q+Ap —p —(p9—Ag) 
+ g A g 


Como la aceleración 
de la tierra es = q == 


resulta para la aceleración 
hacia la tierra 9—Aq o —(g—Ag). 


gua en A y en C aparece disminuido 


Vemos entonces que el peso del a 
n A y en C, y la marez 


en la misma cantidad. El agua se elevaría e 
se producirá dos veces por día. E 

No se ha llamado siempre suficientemente la atención sobre el 
hecho de que el fenómeno sería esencialmente diferente, si la Luna 
y la Tierra, en lugar de estar animadas de un movimiento acelerado 
entre sí, estuvieran fijas, en reposo relativo. 

Modificando la consideración para este caso, tendremos que po- 
ner en el cálculo anterior simplemente y = 0 para la tierra sólida. 


Entonces obtenemos C 


para los puntos libres A 
las aceleraciones —(9 +A) —(p—Ag) 
+ Y q 
o 
O sea (g—Ap)—Q — (g—AQ)—Q 
— (9 +9) 


o go—o 
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del agua en A disminuiría, en 
de 9 =9—Aq. Entonces el peso 
e lenta que el nivel de las aguas en 4 ascendería 
yen C descendente: El flujo se produciría sólo en la cara dirigida 
hacia la Luna. 


E 
M 


O 


«Fig. 138, 
"9. No vale la pena, en verdad, esforzarse en ilustrar con expe- 


riencias dificultosas, las proposiciones a las que se llega de una ma- 


hera mejor por vía deductiva. Pero tales experiencias no son impo- 
sibles. Imaginemos un pé 


ndulo cónico formado por una pequeña 

esfera de hierro K (Fig. 139) que oscila alrededor de un polo mag- 

nético, y recubramos la esfera con una solución de sulfato de hierro 

E magnético; si el imán es suficientemente poderoso las 

gotas líquidas presentarán el fenómeno de las mareas. 

Pero si imaginamos la esfera fija frente al polo del 

imán, ya las gotitas no se levantan de un lado y del 

- otro del polo magnético, sino que quedan suspendidas 
K en la esfera solamente del lado del imán. 


A - 10. No debe imaginarse naturalmente que todo 
E el flujo de la marea sea en 


gendrado de repente por 
la Luna. Más bien, debe concebirse el flujo como un 
movimiento de oscilación mantenido por la Luna. Si, 


Por ejemplo, abanicáramos de una manera uniforme 
Fig.-139. Y continua la 


11, De todas las teorías sobre las mareas, formuladas antes de 
Newton, sólo Mmencionarem. 


OS emos brevemente la de Galilei. fiste explica 
S Parts: Por el movimiento relativo de las partículas terrestres 
sólidas y líquidas, y considera j 
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traslación, entonces las partículas terestres poseen en a la suma de 
ambas velocidades y en bd la diferencia. El agua de los mares que 
“no puede seguir tan rápidamente esa variación de velocidad se com- 
porta como el agua de un balde que oscila o el agua que, contenida 
en un bote que se mueve alternativamente con movimiento más len- 
to y más rápido, se acumula ya en la parte anterior, ya en la poste- 
rior. Tal es, en esencia, la explicación que Galilei desarrolla en sus 
diálogos sobre los dos máximos sistemas. 


£A - Le parece mística y pueril la explicación 

de Kepler fundada en la atracción de la 

- q Z Luna y la incluye en la categoría de las 
— explicaciones por simpatía y antipatía, 

Y y piensa que puede eliminarse tan fácil- 

Fig. 189 a, mente como la teoría de la formación de 


las mareas debido a la dilatación del agua como consecuencia de 
los rayos solares. Naturalmente que Galilei no dejó de ver que 
por su teoría el flujo y reflujo debían producirse uno sola vez 
por día, pero al resolver esta dificultad se equivoca pensando que 
puede explicar los períodos diarios, mensuales y anuales mediante 
las oscilaciones propias del agua y las variaciones del movimiento. 
En esta teoría, el principio del movimiento relativo es un elemento 
exacto, pero aplicado con tan poca suerte que sólo podía resultar una 
teoría errónea. Podemos convencernos que las circunstancias toma- 
das en consideración no podían traer las consecuencias que le atri- 
buía. Imaginemos una esfera de agua homogénea. Como consecuen- 
cia de su rotación no podemos esperar nada más que el correspon- 
diente aplastamiento. Supongamos ahora en la esfera también un 
movimiento de traslación uniforme. Sus partes siguen manteniéndose 
en reposo relativo entre sí, pues de acuerdo a nuestro punto de vis- 
ta este caso no difiere esencialmente del anterior, al cual puede redu- 
cirse sustituyendo el movimiento de la esfera por un movimiento 
de traslación, opuesto, de todos los cuerpos circundantes. Pero aun 


; o A a 
para aquellos que consideran el movimiento como “absoluto”, el mo 


vimiento de traslación uniforme en nada varía las relaciones mutuas 


entre las partes, Solidifiquemos ahora la porción de la esfera cuyas 
partes no tienden a moverse, las unas respecto de las otras de tal 
manera Que se engendren cuencas marítimas con agua líquida. La 
imperturbada rotación uniforme continúa y la teoría de Galilei es 
falsa. No obstante, la idea de Galilei aparece admisible a primera 
vista. ¿Cómo se explica esta paradoja? Todo reside en la concepción 
negativa del principio de inercia. Todo se aclara si nos acord 
qué aceleración experimenta el agua. El agua Sin peso sería despe i- 
da por la primera rotación. El agua con peso en cambio describe a 
movimiento central alrededor del centro de la tierra. Debido a la 


PA É ps 4 Ñ ás al cen- 
pequeña velocidad de rotación, el agua se acercaria aún más 
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tro de la tierra si la resistencia de las masas subyacentes no com- 
pensara el resto de la aceleración centrípeta que ha logrado debido 
al movimiento central sobre una trayectoria circular de velocidad 
tangencial dada. Con este modo de ver toda duda y toda oscuridad 
desaparecen. Debe sin embargo agregarse que hubiera sido imposi- 
ble para Galilei, sin ser un genio sobrehumano, llegar al fondo de 
la cuestión. Hubiera debido recorrer previamente los grandes es- 
fuerzos intelectuales de Huygens y de Newton. 

Es notable que Galilei en su teoría de las mareas haya tratado 
el primer problema dinámico del espacio, sin preocuparse por un 
nuevo sistema de coordenadas. Considera de la manera más natural 
las estrellas fijas comio el nuevo sistema de referencia. 


5. Crítica del principio de acción y reacción y del concepto de masa 


1. Después de habernos familiarizado con las concepciones de 
Newton, estamos suficientemente preparados para una investigación 
crítica de las mismas, Nos limitaremos ante todo al concepto de masa 
y al principio de acción y reacción. En la investigación ambas cosas 
no pueden ser separadas y en ambas reside el fundamento principal 
de la contribución de Newton. 

2. Reconozcamos ante todo que la “ 


E cantidad de materia” no 
€s ninguna representaci 


LA . 
ón adecuada para aclarar o explicar el con- 


entes con ¿ : ¡ 
debe justificarse, la misma unidad, que es precisamente lo que 


Podrí. ei 
riamos también fijar arbitrariamente SA = 5 vale de- 
m p 
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cir: definir la razón de las masas como la relación de las presiones 
debidas a los pesos “para un mismo g. Pero quedaría entonces por 
justificar el uso que se hace de este concepto de masa en el principio 
de la acción y reacción y en otras circunstancias. 


3. Si se oponen dos cuerpos completamente iguales bajo todos 
los aspectos, de acuerdo al familiar principio de simetría, debemos 
esperar que se comunican aceleraciones iguales y opuestas según la 
dirección de la recta que los une. En cuanto esos dos cuerpos presen- 
ten alguna pequeña diferencia de forma, de la constitución química, 
etc., el principio de simetría debe ser abandonado excepto que si de 
antemano sabemos o suponemos que nada tienen que ver la igual- 
dad de la forma o la composición química, Pero una vez que la expe- 
riencia mecánica nos ha aproximado a la existencia de una caracte- 
rística especial de los cuerpos que determina su aceleración, nada 
nos impide fijar arbitrariamente que: 

Se llaman cuerpos de igual masa aquellos que actuando uno so- 
bre el otro se comunican aceleraciones iguales y opuestas. Con esto, 
sólo se designa una relación entre hechos. De análoga manera se 
procede en el caso general. Si los cuerpos A y B (Fig. 140 a, b) por 


py A 


Fig. 110 a. Fig. 140 b, 


su acción mutua adquieren respectivamente las aceleraciones — q 
y + q cuyos sentidos están claramente indicados por los signos, en- 


j y A. Si 
tonces podemos decir que B tiene — ——» Veces la masa de A. Si 


admitimos el cuerpo de comparación A como unidad, atribuiremos la 
masa m a aquel cuerpo que comunica a A una aceleración m veces 
aquella que recibe por acción de A. La razón entre las masas es in- 
versa a la de las aceleraciones y de signo contrario. La experiencia 
y sólo la experiencia puede enseñarnos que esas aceleraciones son 
siempre de signos contrarios, y que por tanto, de acuerdo a nuestra 
definición, las masas son siempre positivas. Nuestro concepto de 
masa no implica ninguna teoría, en él es totalmente innecesaria la 
“cantidad de materia”; simplemente contiene la determinación pre- 
cisa, la caracterización y la denominación de un hecho. ae 
La objeción frecuentemente reiterada y copiada de a 
(“Die physikalischen Grundlagen der Mechanik”, Leipzig, » nd 
117), según la cual en mi definición la comparación de a Ara 
podría hacerse por medios astronómicos, no la o eo 
exposición (pág. 167, 173-175) muestra suficientemen e lo ed s 
En el choque, así como mediante fuerzas eléctricas y magn ; 
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en la máquina de Atwood por intermedio de hilos, las masas se 
comunican mutuamente aceleraciones. En mi “Leitfaden der Physik"” 
(2* ed., 1891, pág. 27) he mostrado como, mediante una experiencia 
con la máquina centrífuga, puede determinarse la relación de las 
masas de una manera totalmente elemental y accesible a todos, De- 
be pues considerarse aquella objeción como refutada, 

Mi definición surge de la tendencia a determinar la dependencia 
mutua de los fenómenos y a evitar toda oscuridad metafísica, sin 
que por ello sea menos eficaz que cualquier otra definición utilizada 
hasta el presente. He seguido exactamente el mismo camino respecto 
del concepto “cantidad de electricidad” (“Uber die Grundbegriffe 
der Elektrostatik, Vortrag gehalten auf der internationalen elektris- 
chen Ausstellung, Wien am 4. September 1883”), “temperatura”, 
“cantidad de calor” (Zeitschrift fúr den physikalischen und chemis- 
chen Unterricht”, Berlin, 1888, Fasc. I), etc. Pero de esta concep- 
ción del concepto de masa resulta otra dificultad que no puede pasar 
inadvertida en una crítica más aguda y que se encuentra en el aná- 
lisis de otros conceptos físicos, como por ejemplo en la teoría del 
calor, Maxwell ha mostrado este punto en la investigación del con- 
cepto de temperatura, aproximadamente en la misma época en que 
yo la hacía con respecto al concepto de masa. Sobre este tema podría 
remitir al lector a mi trabajo “Die Prinzipien der Wármelehre, histo- 
risch-kritisch entwickelt” (Leipzig 1896) en especial págs. 41 y 190. 

4. Consideraremos ahora esa dificultad que es indispensable su- 
perar para tener un concepto completamente claro de masa. Consi- 
deremos una serie de cuerpos 4, B, C, D... y comparémoslos toman- 
do A como unidad 


A B-C DE F 
1 3 m, m, m”, wm”, ma”. 


Encontramos entonces respectivamente para las masas los valo- 
res 1, m, m”, m”,... etc. Se plantea entonces la pregunta. ¿Si se E 
ge B como cuerpo de comparación (unidad), se obtendrá para C e 
m m>” 

valor ——, para D, el valor — 

j m m 
te diferentes? En la forma más simple esta cuestión es: ¿Si los cuer- 
pos B y C, bajo la acción de A, se comportan como poseyendo la 
misma masa, serán sus masas iguales entre sí? Pues no existe nin- 
guna lógica. que dos masas iguales a una tercera sean también eN 
les entre sí. No se trata aquí de una cuestión matemática, sino 
una cuestión física. Esto se aclara muy bien si se trae a colación o 
situación análoga. Tomemos como pesos de tres cuerpos A, B, C, sen 
tidades a, b, c, proporcionales a los pesos con que ellos se unen par 


o resultarán valores completamen- 
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obtener las combinaciones químicas AB y AC. Ahora bien, no hay 
ninguna necesidad lógica para suponer que en la combinación quími- 
ca BC los pesos de los cuerpos B y C entren en la misma relación 
de b y c. Sin embargo, la experiencia nos enseña que es así, Si 
tomamos una serie de cuerpos con pesos en la proporción en que 
ellos se combinan con el cuerpo A, entonces se combinan entre sí 
en las mismas relaciones de pesos. Pero sin hacer lá experiencia na- 
die podía tener ese conocimiento. Lo mismo ocurre con el valor de 
las masas de los cuerpos. 

Si se admitiera que el orden en que se combinan los cuerpos 
y mediante el cual se determinan los valores de sus masas, influye 
en estos valores se podría poner una de sus consecuencias en contra- 
dicción con la experiencia. Supongamos, por ejemplo, tres cuerpos 
elásticos A, B, C móviles en un anillo fijo y absolutamente pulido. 
(Fig. 141). Admitamos que A y B se comporten entre sí como si fue- 
ran de igual masa, y que B y C, igualmente, se comportan como de 
igual masa. Entonces, para evitar una contradicción con la experien- 

cia, se deberá admitir que C y A se comportan 

A como si fueran de igual masa. En efecto, si se 

comunica a A una velocidad cualquiera, ésta se 

trasmite a B y de éste a C. Pero si C se compor- 

B_ tara respecto de 4 como si su masa fuera ma- 

yor, entonces, por el choque, A admitfiría una 

: velocidad mayor mientras C conservaría un re- 

C manente de su velocidad. En cada rotación en el 

, sentido de las agujas del reloj la fuerza viva del 

Ae sistema aumentaría. Si C se comportara frente 

a A como de velocidad menor, bastaría invertir el movimiento para 

llegar al mismo resultado anterior. Pero tal aumento continuado de 
la fuerza viva contradice decididamente a nuestra experiencia. 

” " 5, El concepto de masa adquirido de esta manera torna inútil 

una formulación especial del principio de acción y reacción. Como 

ya lo observamos en un caso anterior, el concepto de masa y el prin- 

cipio de acción y reacción formulan precisamente el mismo hecho 

de dos maneras distintas; hay pues redundancia. Si dos masas 1 y 2 

actúan mutuamente, ya contiene nuestra definición que las acelera- 

ciones de signos contrario que ellas se comunican están respectiva- 

mente en la razón 2:1. 

6. Igualmente puede deducirse de nuestra definición de ma- 
sa la mensurabilidad de la masa por el peso (para una aceleración 
de la gravedad constante). Nosotros sentimos inmediatamente el 
aumento o la disminución de una presión, pero tal sensación sólo nos 
da una miedida grosera de la intensidad de la presión. Una medida 
exacta de la presión puede obtenerse mediante la observación que 
toda presión es sustituible por la presión de una suma: de trozos pe- 
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sados semejantes. Por tanto toda presión equilibra la presión de 
tales trozos pesados. Sean dos cuerpos m y mm? (Fig. 142) animados, 
en virtud de circunstancias exteriores, respectivamente Por dos ace- 
leraciones q y q' de sentido contrario, Supongamos los dos cuerpos 
unidos por un hilo. Establecido el equilibrio la 

m tw acción mutua destruye exactamente la acelera. 
== D0= p de m y la aceleración y” de m. Para 
? + este caso es entonces mM p = m' q”. Si además 
P = p', caso que ocurriría si se abandonan los 
Cuerpos a la acción de la gravedad, resulta también en el equilibrio 
m = mM. No tiene evidentemente importancia que los cuerpos estén 


7. En cuanto 
bierto la existencia de una característica especial de 


; ñ se ha verificado. Es muy improbable, aunque no 
imposible que en el futuro desaparezca, como ha ocurrido con la re- 


Presentación de la cantidad de calor invariable, que se basaba en la 


todo general para tratar ta- 
4. Lampa, “Eine Ableitung 


» € la revista de Praga “Lotos”, 1911, pág. 303 
306 y siguientes, 


6. Las ideas de Newton sobre tiempo, espacio Y movimiento 
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vimiento. Observo únicamente que por lo común se conciben esas 
cantidades sólo con relación a los sentidos, lo que engendra ciertos 
prejuicios que se eliminan distinguiendo adecuadamente entre abso- 
luto y relativo, verdadero y aparente, matemático y vulgar. 

1. El tiempo absoluto, verdadero y matemático, en sí y debido 
a su naturaleza, fluye uniformemente y sin referencia a ningún ob- 
jeto exterior. Toma también el nombre de duración. El tiempo 
relativo, aparente y vulgar es la medida sensible y externa, aproxi- 
mada de la duración y de la cual nos sentimos ordinariamente en 
lugar del tiempo verdadero, como hora, día, mes, año. 

...Los días naturales que ordinariamente, como medida del 
tiempo, se consideran iguales, son en verdad desiguales. Los astróno- 
mos mejoran esa desigualdad midiendo los movimiento de los astros 
según el tiempo exacto. Es posible que no exista ningún movimiento 
uniforme que permita medir exactamente el tiempo, pues todos los 
movimientos pueden ser acelerados o retardados; sólo el transcurrir 
del tiempo absoluto no puede variar. La misma duración y la misma 
persistencia tiene lugar en la existencia de todas las cosas, sea el 
movimiento rápido, lento o nulo”, 


-2. Ante estas consideraciones pareciera como si Newton se 
encontrara aún bajo la influencia de la filosofía medieval y que no 
fuera leal a su idea de atenerse a los hechos. Decir que una cosa A 
varía con el tiempo, solo significa que las circunstancias de una cosa 
A dependen de las circunstancias de otra cosa B. Las oscilaciones de 
un péndulo se producen en el tiempo si sus apartamientos dependen 
de la posición de la tierra. Como en la observación del péndulo no 
acostumbramos a atender su dependencia de la posición de la tierra, 
sino que podemos compararlo con cualquier otra cosa (cuyo estado 
depende naturalmente de la posición de la tierra) nace fácilmente 
la confusión de que todas estas cosas sean sin importancia. Más, po- 
demos atender al péndulo prescindiendo de todas las demás cosas 
exteriores, y encontrar que para cada posición nuestros pensamien- 
tos y nuestras sensaciones son diferentes. Se presenta entonces el 
tiempo como algo especial de cuyo transcurso depende la posición del 
péndulo, mientras que las cosas que elegimos libremente para la com- 
paración, parecen desempeñar un papel accesorio. No debemos sin 
embargo olvidar que todas las cosas están vinculadas entre sí y que 
nosotros mismos, con nuestros pensamientos, no somos sino una parte 
de la naturaleza. Nos encontramos totalmente impedidos de medir 
la variación de las cosas por el tiempo. El tiempo es más bien una 
abstracción a la cual llegamos por la variación de las cosas, debido 
a que no está señalada ninguna medida determinada, por estar todas 
las cosas vinculadas entre sí. Llamamos uniforme a un movimiento 


en el cual a iguales incrementos de camino corresponde iguales incre- 


mentos de camino en un movimiento de comparación (la rotación de 
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la tierra). Un movimiento puede ser uniforme respecto de otro, La 
cuestión de que un movimiento sea uniforme en sí no tiene ningún 
sentido. Mucho menos podemos hablar de un “tiempo absoluto” (in- 
dependiente de toda variación). Este tiempo absoluto no puede ser 
medido por ningún movimiento, no tiene pues ningún valor práctico 
ni científico; nadie está autorizado a decir que sabe algo de €l; no 
es sino un ocioso concepto “metafísico”, y 
No sería difícil mostrar psicológica, histórica y lingúísticamente 
(a través de los nombres dados a los intervalos de tiempo), que la 
representación del tiempo se ha logrado por la dependencia mutua 
de las cosas. Nuestra representación del tiempo expresa la. más 
profunda y general conexión de las cosas. Cuando un movimientó 
tiene lugar en el tiempo, depende entonces del movimiento de la 
tierra. Tal cosa no contradice empero que podamos hacer reversi- 
bles los movimientos mecánicos. Un cierto número de magnitudes 
variables puede conectarse de tal modo, que un grupo de ellas pueda 
variar sin que el cambio afecte a las otras. La naturaleza se com= 
porta de manera semejante a una máquina. Las partes individuales 
se determinan recíprocamente entre sí. Pero mientras en una má- 
quina la posición de una parte determina la de todas las partes 
restantes, en la naturaleza existen relaciones mucho más complica- 
das. En el mejor de los casos esas relaciones se pueden representar 
por un cuadro de un número n de magnitudes que satisfacen a un 
número menor n? de ecuaciones. Si fuera n =— n”, la naturaleza per- 
manecería invariable, Para n= n-— Í, con una de las magnitudes 
se dispondría de todas las demás. Si tal fuera el comportamiento de 
la naturaleza, el tiempo podría hacerse reversible, pues quedaría 
determinado simplemente por un movimiento único. El cabal com- 
portamiento de las cosas se representa por una distinta diferencia 
entre n y r?. Las magnitudes se determinan parcialmente entre sí, y 
y por tanto poseen una indeterminación o libertad mayor que la 
del caso anterior. Nosotros mismos nos sentimos como elementos 
naturales de este tipo, parcialmente determinados, parcialmente in- 
determinados. En la medida en que sólo una parte de los cambios 
naturales depende de nosotros y que puede ser hecha reversible 
pór nosotros, se nos presenta el tiempo como irreversible, el tiempo 
ue fluye como algo irrevocable. Jo 
ñ Para resado brevemente y en forma comprensible ll e 
dos, diríamos que adquirimos la representación del tiempo median $ 
la corréspondencia entre el contenido del campo de nuestra memo 
ria con el contenido del campo de nuestra percepción. in 
que el tiempo trascurre en un sentido determinado eso a 
los procesos físicos (y en consecuencia los fisiológicos) se ver OS 
en un sentido determinado. 1 Todas las diferencias de temperatura, 


“1 “Sobre la naturaleza fisiológica de las sensaciones de tiempo y de 
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diferencias eléctricas, diferencias de nivel en general, abandonadas 
a sí mismas no crecen, sino disminuyen. Si consideramos dos ctuer- 
pos a diferente temperatura, abandonados a sí mismos y puestos en 
contacto, sólo podremos encontrar en el campo de la memoria, dife- 
rencias de temperatura mayores y en el campo de las percepciones 
diferencias menores, pero nunca a la inversa. Todo esto expresa una 
conexión peculiar y profunda de las cosas. Pero exigir desde ya una 
explicación completa, significa querer anticiparse, a la manera de 
la filosofía especulativa, a los resultados de todas las investigaciones 
especiales futuras, €s decir a una ciencia natural perfecta. 

Así como en los fenómenos térmicos preferimos, como medida 
de la temperatura, una indicación volumétrica (termométrica) arbí- 
trariamente elegida que se comporta de un modo semejante al de 
nuestras sensaciones térmicas, pero que no está sometida a las per- 
turbaciones incontrolables de los órganos de los sentidos; por análo- 
gas razones preferimos, como medida del tiempo, un movimiento 
arbitrariamente elegido (ángulo de rotación de la tierra, camino 
recorrido por un cuerpo abandonado a sí mismo) que se comporta 
de un modo semejante al de nuestra sensación de tiempo. En cuanto 
se aclare que sólo se trata de la determinación de la dependencia 
imutua de los fenómenos, como lo hice resaltar ya desde 1865 (“Uber 
den Zeitsinn des Ohres”, Sitzungsber. d. Wiener Akad.) y 1866 
(Fichtes Zeitschrift f. Philosophie) todas las oscuridades metafí- 
sicas se desvanecen (Compárese Epstein, Die logischen Prinzipien 
der Zeitmessung, Berlín, 1887). 

En otro lugar (“Prinzipien der Wiármelehre”, pág. 51) he tra- 
tado de mostrar dónde reside el origen de la tendencia natural del 
hombre a hipostasiar los: conceptos que le son más valiosos, en €s- 
pecial aquellos que ha adquirido de un modo instintivo, sin conoci- 
miento de su desarrollo histórico. Todas las consideraciones que ahí 
hemos hecho, para el concepto de temperatura, pueden transportarse 
sin dificultad al concepto de tiempo y hacen comprensible el origen 
del “tiempo absoluto” de Newton. También hemos ahí (pág. 338) 
indicado la tonexión entre el concepto de entropía y la. irreversibi-. 
lidad del tiempo, y expresado la opinión que si pudiera ser determi- 
nada en general la entropía del universo, ésta ofrecería una especie 
de unidad absoluta del tiempo. “Firialmente debo aún aquí citar las 
discusiones de Petzoldt (“Das Gesetz der Findeutigkeit”, Viertel- 
jahrsschr. Í. w. Philosophie, 1894, pág. 146) y mi trabajo “Erkennt- 
nis und Irrtum”, 2* edic. 1906, pág. 434-448. 

3. Ideas semejantes a las del tiempo, “desarrolla Newton con 
respecto al espacio y al movimiento. Nuevamente citaremos algu- 
nos pasajes característicos; ] . 
espacio véase Analyse der Empfindungen, 6* edic.; Erkenntnis und. Irr- 
tum, 2% edic. 
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“II, El espacio absoluto, debido a su naturaleza, permanece 
siempre igual e inmóvil y sin relación con ningún objeto exterior. 

El espacio relativo es una medida o una porción móvil del an- 
terior, que cae bajo nuestros sentidos por su posición frente a los 
otros cuerpos y que ordinariamente se confunde con el espacio in- 
móvil... 

IV. El movimiento absoluto es la traslación de un cuerpo de 
un lugar absoluto a otro lugar absoluto, el movimiento relativo es 
la traslación de un lugar relativo a otro lugar relativo... . 

En la vida diaria nos servimos sin mayor inconveniente de lu- 
gares y movimientos relativos, en vez de absolutos, pero en la filo- 
soféa natural debemos hacer abstracción de los sentidos. Pues podría 
ocurrir que no existiera efectivamente, ningún cuerpo en reposo al 
cual referir los lugares y los movimientos... 

Las causas efectivas que distinguen entre sí el movimiento 
absoluto del relativo, son las fuerzas centrífugas que alejan al mo- 
vimiento de su eje, En un movimiento circular sólo relativo, tales 
fuerzas no existen, pero son tanto mayores o menores en relación a 
la cantidad de movimiento (absoluto). , 

Cuélguese, por ejemplo, un vaso de un largo hilo y hágasele 
girar continuamente, hasta que el hilo se retuerce de tal modo que se 
torne inflexible; llénese el vaso con agua y manténgase ésta con el 
vaso en reposo. Si con un rápido impulso se le somete al movimiento 
de rotación contrario que se mantiene durante mucho tiempo, mien- 
tras la cuerda se desarrolla, se verá entonces al principio que la 
superficie del líquido se conserva plana como lo era antes del movi- 
miento del vaso, pero poco a poco, cuando la fuerza que actúa 
sobre el vaso empieza a actuar sobre el agua, ésta empieza sensi- 
blemente a girar. Se aleja más y más del centro y sube en las 
paredes del vaso adoptando una forma cóncava. (He hecho esta ex- 
Periencia yo mismo). 


Al principio, como el movimiento relativo del agua en el vaso 
era máximo, éste no provocaba en el agua ninguna tendencia a ale- 
Jarla del eje. El agua no trataba de acercarse al contorno elevándose 
Por las paredes, sino que se mantenía plana y el movimiento ver- 


abía pues comenzado. Pero después, como el 
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No obstante, la cosa no es para desesperar completamente. Pues 
los medios requeridos pueden obtenerse en parte por los movimien- 
tos aparentes, que son diferencias entre los verdaderos, y en parte 
por las fuerzas en las que residen las causas efectivas de los movi- 
mientos verdaderos. Por ejemplo, si se unen dos esferas que están 
a una distancia determinada mediante un hilo, y se hacen girar al- 
rededor del centro de gravedad común, la tensión del hilo hará 
conocer el esfuerzo de las esferas para alejarse del eje de rotación 
y permitirá calcular la intensidad del movimiento circular. Si ahora 
se aplican simultáneamente fuerzas cualesquiera iguales en ambos 
lados para aumentar o disminuir el movimiento circular, se reco- 
nocerá por la mayor o menor tensión del hilo el aumento o disminu- 
ción del movimiento, y con esto finalmente se podrá determinar 
también en qué partes de la esfera deben actuar las fuerzas para 
lograr la máxima intensidad del movimiento, es decir la parte pos- 
terior o aquella que sigue el recorrido del movimiento. Pues en 
cuanto se conoce la parte que sigue al movimiento y la parte opuesta 
que le precede se reconocerá también la dirección del movimiento. 
De análoga manera se podría encontrar la intensidad, así como la 
dirección, de un movimiento circular uniforme en un espacio vacío 
infinitamente grande en el cual no se encontrara nada exterior o 
conocido, con lo que comparar las esferas.*... 

Si en un sistema material en el espacio se encuentran masas 
afectadas con velocidades diferentes y que pueden entrar en relacio- 
nes recíprocas, esas masas denuncian fuerzas. De qué intensidad son 
esas fuerzas, sólo puede decirse cuando se conozcan las velocidades 
que animan a cada masa. Y si todas las masas no están en reposo, 
también hay fuerzas en las masas en reposo. Piénsese por ejemplo 
en el vaso con agua que gira, que Newton imagina, cuando el agua 
no se encuentra todavía en movimiento. Si la masa M está afectada 
por la velocidad , que es llevada a la velocidad va, entonces la 
fuerza aplicada es 


m (uv, — Us) . 
p= deis Me o el trabajo consumido pv=m (12 —vu2). 


Todas las masas, todas las velocidades y de ahí todas las fuerzas 
son relativas. No hay ninguna definición de lo absoluto y de lo 
relativo, a la que podamos ajustarnos, en la que podamos encerrar- 
nos y de la que podamos extraer alguna ventaja intelectual o de 
otra naturaleza. Si todavía hay autores modernos que Se dejan 
guiar por el argumento sustentado por Newton del vaso con agua, 
para distinguir el movimiento absoluto del relativo, ellos no pien- 
san que el universo nos es dado sólo una vez, y que las concepciones 
ptolemaicas o copérnicas, son interpretaciones nuestras y que ambas 
son igualmente efectivas. Si se trata de fijar el vaso con agua de 
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Newton, en cambio habrá que hacer girar la esfera de las estrellas 
fijas y mostrar la carencia de fuerza centrífuga. Ñ 

4. -Es apenas necesario observar que también en estas consi- 
deraciones Newton contradice su idea de tratar solamente de inves- 
tigar los hechos. Nadie puede decir algo sobre el espacio absoluto o 
sobre el movimiento absoluto, que no sean meras abstracciones sin 
manifestación posible en la experiencia. Todos nuestros enunciados 
fundamentales de la mecánica, como lo hemos mostrado detallada- 
mente, son experiencias sobre posiciones y movimientos relativos dé 
los cuerpos. Nosotros no podemos ni debemos admitirlos sin prueba 
en los campos en los que actualmente se le reconoce validez. Nadie 
está autorizado para extender esos enunciados fundamentales más 


allá de la experiencia, Como tal extensión no tendría sentido, nadié 
sabría usarla, 


Debemos necesariamente suponer que la transformación ope- 
rada por Copérnico en la concepción del universo ha dejado huellas 
profundas en el pensamiento de Galilei y de Newton. Pero, mientras 
Galilei en su teoría de las mareas elige de una manera totalmente 
natural la esfera de las estrellas fijas en reposo como un nuevo sis- 
tema de coordenadas, observamos en Newton dudas con respecto a 
que si una estrella fija dada, está en reposo efectivo o sólo aparente 
(Newton, Principia, 1687, pág. 11). A eso le parece también estar 
condicionada la dificultad de distinguir entre movimiento verdadero 
(absoluto) y aparente (relativo). De ahí su preocupación en estatuir 
el concepto de espacio absoluto. Esforzáridose cada vez más en esa 
dirección discute las experiencias de las esferas que giran unidas 
por un hilo y del vaso con agua que gira (pág. 9, 11) y cree que no 
Se puede comprobar ninguna traslación absoluta, pero sí una rota- 
ción absoluta. Como tal entiende una rotación respecto de la esfera 
de las estrellas fijas, en la que pueda siempre comprobarse la fuerza 


centrífuga. “Deducir los movimientos verdaderos de sus causas, 
efectos y dif 


A erencias aparentes, y recíprocamente derivar las causas 
z Neat los movimientos aparentes, será en lo que sigue estu” 
y sz ici 
a o detalladamente”. También parece que sobre Newton hiciera 
a ces Impresión, la esfera de las estrellas fijas en reposo. Para 
da , a sistema de referencia natural es aquél que tiene un movi- 
E a O E rro uniforme sin rotación (respecto de la esfera 
o 2d (ás. 19, Corol. V).1 Las palabras citadas 
tre s ¿no dan la impresión : 
áunque un poco precarj , 2 nl al pee 
A arlamente, de poder ir más allá de las cuestio- 
es e ici por la experiencia? 
htremos ahora en algunos detalles. Cuando decimos que un 
1 Corok V:; “Corporum dato s 


inter se, sive spatium ¡ a patio inclusorum iidem sunt motus 
o ¡lle quiesca ur, 1 unitormi ; 
directum absque motu E ed sive moveatur, idem uniformiter in 
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cuerpo K varía su dirección y velocidad bajo la influencia de otro 
cuerpo K”, sólo puede llegarse a esta idea cuando están presentes 
otros cuerpos A, B, C,... frente a los cuales juzgamos el movimiento 
del cuerpo K. Reconocemos entonces efectivamente las relaciones 
del cuerpo K con A, B, C.... Si de pronto, hacemos abstracción de 
A,B,C... y pretendemos hablar de un comportamiento del cuerpo 
K en el espacio absoluto, caeríamos en un doble error. Por una parte, 
no conoceríamos cómo se comportaría K en ausencia de A,B,C..., 
y por la otra careceríamos de: todo medio para juzgar el comporta- 
miento de K y comprobar nuestro aserto, con lo que éste no ten- 
dría significado científico alguno. ¡ 

Dos cuerpos K y K”, que gravitan mutuamente, se comunican 
aceleraciones inversamente proporcionales a sus masas M y m, según 
la dirección de la línea que los une. Pero este teorema no contiene 
solamente una relación recíproca entre los cuarpos K y K”, sino tam- 


bién una relación con todos los cuerpos. Pues él no dice solamente 
mm 


que K y K' experimentan entre sí una aceleración x E , sino 
Y 
am 


también que K experimenta la aceleración — y K” la acelera- 
q2 z e 
E 


xm 


ción + según la dirección de la línea que los une, y ésto sólo 
y Ñ 
puede determinarse mediante la presencia de otros cuerpos que no 
participan dinámicamente. 
“. El movimiento de un cuerpo K sólo puede ser juzgado con re- 
lación a otros cuerpos A, B, C... Pero como podemos siempre dispo- 
ner de un número suficiente de cuerpos relativamente fijos entre sí; 
o cuya posición varía sólo muy lentamente, no estamos restringidos 
a ningún cuerpo determinado y podemos alternativamente prescin- 
dir ya de unos, ya de otros. De aquí ha nacido la opinión que estos 
cuerpos son en general indiferentes. 
Sería posible que los cuerpos aislados A, B, C.-- desempeñaran 
solamente un papel accesorio en la determinación del movimiento 
del cuerpo K y que este movimiento estuviera determinado por el 
medio en que K se encuentra. Pero entonces habría que poner este 
medio en lugar del espacio absoluto de Newton. Decididamente 
Newton no ha tenido tal propósito. Por otra parte es fácil compro- 
bar que el aire no es tal medio determinante del movimiento. Se 
debe entonces pensar en otro medio que llene todo el espacio, sobre 
cuyas condiciones y relaciones dinámicas con los cuerpos que en él 
se encuentran no tenemos actualmente un conocimiento suficiente. 
En sí, una eventualidad semejante no sería imposible. Se sabe por 


los nuevos estudios hidrodinámicos que en un líquido sin frotamien 
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to, un cuerpo sólido experimenta resistencia sólo mediante cambios 
de velocidad. En verdad, este resultado se deduce teóricamente del 
principio de inercia, pero podría ser considerado también, recípro- 
camente, como hecho primitivo del cual podría partirse. Aunque 
esta representación no tenga mayor utilidad práctica puede espe- 
rarse que en el futuro lleguemos a saber más sobre ese hipotético 
medio, que sería siempre de un valor científico mayor, que la deses- 
perada idea del espacio absoluto. Si se piensa que no podemos eli- 
minar los cuerpos aislados A, B, C... y que por tanto no podemos 
decidir experimentalmente sobre su papel esencial o accesorio; y 
que hasta ahora ellos constituyen el único medio, y también sufi- 
ciente, para orientarnos sobre los movimientos y la descripción de 
los hechos mecánicos; es recomendable considerar los movimientos 
provisoriamente, como determinados por esos cuerpos. 


5. Consideremos ahora aquellos puntos sobre los cuales Newton 
parece haberse apoyado con razones más sólidas, para establecer su 
distinción entre el movimiento absoluto y el relativo. Si la tierra 
posee una rotación absoluta alrededor de su eje, aparecen en ella 
fuerzas centrífugas, ella se aplasta, la aceleración de la gravedad 
disminuye en el ecuador, el plano del péndulo de Foucault gira, 
etc. Todos estos fenómenos desaparecen si la tierra está en Teposo 
y son los otros astros los que se mueven absolutamente alrededor de 
ella, de tal manera que esta misma rotación llega a ser entonces 
relativa. Esto es sin duda así, siempre que de antemano tomemos 
como punto de partida la representación de un espacio absoluto. 
Pero si nos mantenemos en el terreno de los hechos, entonces no co- 
nocemos sino espacios y movimientos relativos. Si se prescinde de 
aquel medio desconocido del universo que aquí no entramos a consi- 
derar, los movimientos en el universo son relativos, lo mismo se 
trate de la concepción de Ptolomeo que de la de Copérnico. Ambas 
concepciones son igualmente exactas, sólo que la última es más sim- 
ple y más práctica, El sistema del universo no nos es dado dos 


veces, una con la tierra en reposo y otra con la tierra en movimien- 
to, sino sólo una vez con su 


bles en forma relativa, 


En cambio, podemos inter d 
O dE : pretar de 
diversas maneras el único Caso que se nos ha dado. Pero si lo inter- 


, QUe se manifiesten fuerza Í 
rotaciones relativas, is 
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pero que ésta es, en cambio, provocada por la rotación relativa res- 
pecto de la masa de la tierra y de log demás astros. Nadie puede 
decir cómo se habría desarrollado, cuantitativamente y cualitativa- 
mente la experiencia, si las paredes del vaso se tornaran cada vez 
más espesas y macizas hasta llegar a un espesor de varias millas. No 
tenemos, frente nuestro, sino una sola experiencia que debemos 
poner de acuerdo con el resto de los hechos que nos son conocidos, 
pero no con nuestras fantasías arbitrarias. 


6. Como Newton modela los principios de la mecánica encon- 
trados por Galilei, no le fué posible evitar en sus deducciones el alto 
valor de-la simple y precisa ley de inercia; no podía pensar en re- 
nunciar a su ayuda. Pero en la forma primitiva referida a la tierra, 
supuesta fija, el principio de inercia ya no era para él admisible. 
Pues para Newton la rotación de la tierra está fuera de discusión; 
ella gira de una manera efectiva e indudable. El feliz descubrimiento 
de Galilei puede ser válido, y sólo en forma aproximada, únicamente 
para pequeños tiempos y espacios en los que la rotación no entre en 
consideración. De ahí que los desarrollos de Newton sobre los movi- 
mientos de los planetas, referidos también a las estrellas fijas, pare- 
cen corresponder a la ley de inercia. Ahora bien, para disponer de 
un sistema de referencia válido en general, Newton aventura el 
Corolario V (pág. 19 de la primera edición) de su Principia. Ima- 
gina un sistema de coordenadas terrestres instantáneo, para el cual 
vale la ley de inercia, fijo en el espacio y sin rotación respecto de 
las estrellas fijas. Sin perder su validez, puede comunicar a ese 
sistema, a partir de una posición inicial arbitraria, una traslación 
uniforme respecto del sistema terrestre instantáneo mencionado. 
Con esto no altera la ley de la fuerza de Newton, sólo varían la 
posición inicial y la velocidad inicial, es decir las constantes de inte- 
gración. Mediante esta concepción Newton da exactamente un sen- 
tído a su extensión hipotética de la ley de inercia de Galilei. Se ve 
así mismo que tomando el sistema de referencia también relativo 
como en cualquier otro caso, de ninguna manera era necesaria la re- 
ducción al espacio absoluto. A pesar de su inclinación hacia lo abso- 
luto Newton es guiado rectamente por su instinto de investigador, 
que aquí debe ser especialmente puesto de relieve, cosa que no se 
ha hecho suficientemente en las anteriores ediciones de este libro. 
Hasta dónde y con qué grado de exactitud esa conjetura se mantendrá 
en el futuro, quedará naturalmente por verse. 

El comportamiento de los cuerpos terrestres respecto de la 
tierra, se puede reducir a su comportamiento respecto de los lejanos 
cuerpos celestes. Querer afirmar que de los cuerpos móviles cono- 
cemos algo más de lo que denuncia la experienia respecto de su hi- 
potético comportamiento frente a los cuerpos celestes, es hacernos 
pasibles de un acto de mala fe. Cuando decimos que un cuerpo 
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ua 


mantiene su dirección y su velocidad en el espacio, con eso simple- 
mente expresamos, en una forma abreviada, una observación sobre 
todo el universo. Al que descubre el principio le está permitido ha- 
cer uso de esta forma abreviada, porque él sabe que en general ng 
se le presentarán dificultades por el camino. Pero ya no le será de 
auxilio, si tales dificultades se le presentan, como por ejemplo 
cuando le llegaran a faltar los necesarios cuerpos fijos entre sí. 


7, En lugar de referir ahora un cuerpo móvil K al espacio (a 
in sistema de coordenadas), consideraremos directamente su: rela- 
ción con los cuerpos del universo, que sólo puede ser determinado 
inediante aquel sistema de coordenadas. Las distancias mutuas de 
tuerpos muy alejados entre sí, que se mueven con dirección y velo- 
tidad constantes respecto de otros cuerpos fijos lejanos, varían pro- 
porcionalmente con el tiempo, Se puede entonces decir que en todos 
los cuerpos muy alejados, prescindiendo de las fuerzas mutuas u 
otras, las distancias varían proporcionalmente entre sí, Dos cuerpos, 
cuya distancia mutua es pequeña y se mueven con dirección y velo- 
cidad constantes respecto de otros cuerpos fijos, están empero en una 
relación más complicada. Si se consideraran los. dos cuerpos como 
tiependientes entre sí y se llama r su distancia, t al tiempo y a a una 
constante qué depende de las direcciones y de las velocidades se 
óbtendría 


a dr 1 ae — dr Y2 
Ea de y]: dr E 


Es evidentemente más simple y más claro considerar.ambos cuerpos 
como independientes entre sí y tomar en consideración la invaria- 
ae de su dirección y de su velocidad respecto de otros cuerpos 
rc . En lugar de decir que la dirección y la velocidad de una masa p 
se"mantienen constantes en el espacio, se puede utilizar la expresión 
que la aceleración media de esa masa h respecto de las masas-M, 1, 


E 


d Xmr z 


de mo: 


mm... alas distancias r, 1”, 1”... es — 0, o sea 
E A sr 2 
no prada es equivalente a la primera, siempre que se 
e pa ee suficientemente elevado de masas 
pe o 2 al E alejadas. La influencia mutua de las ma- 
ear Laos as, que arerentemente, no actúan entre sí, 
e We puede ver que la dirección y velocidad 
adas por. la condición anterior si se toma un cono 


de vérti ius k 
:e vértice y, que divide el espacio en partes. distintas y se aplica la 


ES 
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¿ar eo 
rre ta o 


condición para las masas de cada una de esas partes. Naturalmente 


pe Na 04 d Xmr 
se puede también poner 


——— =0 para todo el espacio que 
de Bm 

circunda a y. Pero esta ecuación no nos dice nada sobre el movi- 
miento de y, pues ella es válida para todo tipo de movimiento, cuan- 
do y está rodeada uniformemente de infinitas masas. Si dos masas 
Us, a ejercen entre sí una fuerza que depende de su distancia T es 


der 


—— = (pu +2) f(r). Pero al mismo tiempo, la aceleración del 
dt? 

centro de gravedad de ambas masas o la aceleración media del sis- 

tema de masas se mantiene = 0 respecto de las masas del espacio 
(según el principio de acción y reacción), es decir 


2 m 33m 

- Si se piensa que el tiempo mismo que interviene en la acelera-. 
ción no es sino la medida de las distancias (o de los ángulos de 
rotación) de los cuerpos celestes, se ve que aun en el caso más sim- 
ple en el que aparentemente sólo se trata de la acción mutua entre 
dos masas, no es posible prescindir del resto del universo. No es la 
naturaleza, sino nosotros los que necesitamos comenzar con elemen- 
tos. Sin duda, es para nosotros una suerte si, de cuando en cuando, 
podemos distraer nuestra atención de la poderosa unidad para fijarla 
en algún caso individual. Pero no debemos por eso descuidar, de 
tratar de completar y corregir nuevamente lo que ha sido proviso- 
Fiamente dejado de lado. 


8. Las consideraciones aquí establecidas muestran que no €e3 
necesario referir la ley de inercia a un espacio ábsoluto. especial, 
Mas bien reconocemos que, tanto aquellas masas que, siguiendo la 
terminalogía ordinaria, ejercen entre sí fuerzas, como aquellas que 
fio las ejercen, se encuentran entre sí en relaciones de aceleración 
totalmente semejantes, y que en verdad puede considerarsé que 
todas las masas se encuentran en relación mutua. Que En esta re= 
láción de las masas, las aceleraciones desempeñan un -papel impor-: 
tante, debe ser admitido como un hecho experimental, lo que no ex- 
cluye. que se trate de dilucidarlo, por comparación con otros hechos 
con lo que puedan surgir nuevos puntos de vista. “En todos los pro- 
cesos naturales las diferencias de una cierta magnitud. a desempeñan, 
un papel determinante. Las diferencias de temperatura; de potén- 


] Rd A : : ción de 
cial, etc., originan fenómenos que. consisten en la compensación, * 


Ta 


al ai 
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ES E os 


4 
du du du 

j j iones conocidas ue son 

esas diferencias. Las expresiones an , dyz 38 , q 
las que determinan este tipo de compensación, pueden ser conside- 
radas como la medida de la desviación del estado de un punto, 
respecto del estado medio de su entorno, al cual tiende el punto, De 
igual manera pueden ser concebidas las 
aceleraciones de las masas. Las gran. 
des distancias de las masas, que no es- 
2 tán entre sí en ninguna relación espe. 
cial de fuerzas, varían proporcionalmen- 
4r te entre sí. Si entonces se toma una 
>4 —>4 cierta distancia y como abscisa y otra 
Fig. 143. Tt Como ordenada, obtenemos una recta 
(Fis. 143). Cada valor de la ordenada 
r correspondiente a una cierta abscisa q, representa entonces la 
medida de las ordenadas vecinas. Si los cuerpos están en una 
cierta relación de fuerzas, queda entonces determinado un valor 
d?r 


dt2 


que, por las consideraciones anteriormente expuestas, puede 


d?r 
ser sustituído por una expresión de la forma 


. Por tanto la re- 
de? E 
lación de fuerza determina una cierta desviación de la ordenada r 


respecto de la media de las ordenadas veci 


A NE mas, desviación que no 
existiría sin esa relación de fuerza. Basten aquí estas aclaraciones. 


9. En lo que precede hemos tratado de dar la ley de inercia 


en una forma diferente de la ordinaria. Ella produce los mismos 
efectos que la ordinaria, en ta 


de cuerpos ap 
ma facilidad 


podemos llegar a concebir el espacio absoluto, 
nocimiento 


presenta la situación real, si las estrellas se diri- 
De las experiencias particulares de 


ánicos aparentemente más simples son 
que ellos reposan sobre experiencias 
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no realizadas y hasta no totalmente realizables; que dada la sufi- 
ciente estabilidad de lo que nos rodea en verdad ellos aseguran en 
forma suficiente su uso como fundamentos en la deducción mate- 
mática; pero que de ninguna manera ellos deben considerarse como 
verdades demostradas matemáticamente sino como teoremas que no 
sólo admiten, sino exigen un continuado control de la experiencia, 
No creo que en los escritos aparecidos en los últimos decenios los 
partidarios del espacio absoluto puedan afirmar algo más de la frase 
anterior, que ya figuraba en 1883 en la primera edición de este libro 
(pág. 221, 222) Este modo de ver tiene un gran valor, pues facilita 
al progreso científico, 


10. Frecuentemente, en tiempos antiguos como en modernos, 
se ha discutido el principio de inercia, y casi siempre puede obje- 
tarse en principio la turbia mezcla con la hueca idea del espacio ab- 
soluto. Nos limitaremos aquí a mencionar las más nuevas discusiones 
sobre el tema. 

Ante todo debo recordar los escritos de C. Neumann: “Uber die 
Prinzipien der Galilei-Newtonsche Theorie” (1870), “Uber den Kór- 
per Alpha” (Ber. der kónigl. sáchs, Gesellsch. d. Wissensch., 1910, 
111). Como en el primer escrito, pág. 22, el autor indica la referencia 
al cuerpo Alpha como una referencia a un sistema de ejes que se 
mueven con movimiento uniforme rectilíneo sin rotación, coincide 
totalmente su enunciado con el Corollarium V de Newton ya citado. 
No creo sin embargo que la ficción del cuerpo Alpha, así como el 
mantenimiento de la distinción entre movimiento absoluto y relativo 
con las paradojas que con ella se vinculan, pág. 27, 28, contribuyan 
especialmente a aclarar la cosa. En su escrito de 1910, pág. 70, no- 
tas, el autor designa su posición como puramente hipotética en lo 
que reside un esencial progreso en el conocimiento del Corolario V 
de Newton. En el último trabajo ha considerado también el punto 
de vista de Lange como esencialmente coincidente con el suyo. 

H. Streintz (“Die physikalische Grundlagen der Mechanik”, 
1883) al aceptar la distinción newtoniana entre movimiento absoluto 
y relativo, tampoco va más allá de la concepción del Corolario Y 
de Newton. Lo que he replicado a las críticas de Streintz a mis opi- 
niones está contenido en las ediciones anteriores y no lo he de re- 
petir aquí. EN 

L. tada “Uber die wissenschaftliche Fassung des Galileischen 
Beharrungsgesetzes” (en “Philos. Studien” de Wundt, 1885, 0 
IL, pág. 266-297, 539-545); “Ber. d. kónigl. sáchs. Gesellsch. d. A de 
sensch., math.-physix. Klasse”, 1885, pág. 333-351; Die OR 
che Entwicklung des Bewegungsbegrifís” (Leipzig, A as 
Inertialsysteme vor dem Forum der Naturforschung” (Leipzig, 
1902). 
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L. Lange parte del supuesto que existe la ley de inercia general 

de Newton y busca el sistema de coordenadas al cual referirla 
(1885). Respecto de un punto P, cualquiera móvil también sobre 
una curva, puede moverse un sistema tal de coordenadas que el 
punto P, describa en él una recta G,. Si se agrega un segundo punta 
móvil cualquiera P»,, se podrá siempre mover aquel sistema de tal 
manera que P, describa un recta G), en general alabeada respecto 
de G,, siempre que la distancia mínima G, Gz no supere a la distan- 
cia mínima que puede alcanzar P, Pz. Pero todavía el sistema puede 
girar alrededor de P, P». Si se elige pues una tercera recta Gz de 
tal modo que todos los triángulos P, Pa Pg que se pueden engendrar 
con un tercer punto móvil P¿ cualquiera, se representen por puntos 
sobre G; Gz G;, también P¿ se moverá en Gz. Luego, para tres pun- 
tos a lo sumo, un sistema de coordenadas respecto de los cuales esos 
puntos se mueven sobre rectas no es sino mera convención. Ahora 
bien, Lange ve el contenido esencial de la ley de inercia en el hecho 
de que con ayuda de tres puntos materiales abandonados a sí mismos, 
se puede encontrar un sistema de coordenadas respecto del cual un 
cuarto y un número cualquiera de puntos materiales abandonados a 
sí mismos se mueven en forma rectilínea, describiendo segmentos 
proporcionales entre sí. El fenómeno en la naturaleza sería entonces 
una simplificación y una limitación de las multiplicidades cinemá- 
ticas posibles, : : 
, Esta interesante idea fundamental, así como sus consecuencias, 
han encontrado mucha aceptación entre los matemáticos, físicos y 
astrónomos (Véase la reseña de H. Seeliger del trabajo de Lange en 
el “Vierteljahresschrift d. Astronom, Gesellsch., Año 22, pág. 252; 
además H. Seeliger, Uber die sogennante absolute Bewegung, Sit- 
zungsber. d. Múnchener Akad. d. W., 1906, pág. 85). J. Petzoldt 
(Die Gebiete der absoluten und der relativen Bewegung”, en los 
Annalen der Naturphilosophie” de Ostwald, 1908, Tomo VII, pág. 

29-62) ha encontrado ciertas dificultades en las ideas de Lange que 
han preocupado también a otros y que no son fáciles de eliminar. 
de a aa queremos previamente destruir la re- 
Seeliger ha alado. á Eras pts de coordenadas qe Lange. 
y lie de . e a la relación entre el sistema iner- 
cuentra en uso a e as astronómico empírico que se en- 
áltirio puéde E de E a Pp que respecto del primero el 
(Véase también A. Andin za E O DO 
A 8, “Úber Koordinaten und Zeit”, en “Enzy- 


RE der mathematischen Wissenschaften”, Tomo VI, Sección 2, 


11. pinión el “ mi 
E » La O que el “movimiento eS z 
sin sentido; absoluto” sea un concepto 


que hace u e de contenido y no utilizable científicamente, y 
nos treinta años provocaba una sorpresa general, es hoy 
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compartida por numerosos y renombrados investigadores. Bastaría 
citar simplemente como decididos “relativistas”: Stallo, J, Thomson, 
Ludwig Lange, Love, Kleinpeter, J. G. MacGregor, Mansion, Petzoldt, 
Pearsón. El número de relativistas está en rápido aumento y cier- 
tamente esta lista ya no es completa. Probablemente pronto ya no 
habrá un partidario significativo de la opinión opuesta. Pero si 
estas inasibles hipótesis del espacio absoluto y del tiempo absoluto 
no son ya sostenibles, surge la cuestión ¿De qué manera podemos 
dar un sentido comprensible a la ley de inercia? Mac Gregor en una 
excelente memoria claramente escrita y muy laudatoria para Lange 
indica dos caminos (“Philos. Magazin”, XXXVI, 1893, pág. 233): 
19 el camino histórico-crítico por el cual se encaran nuevamente los 
hechos sobre los que descansa la ley de inercia y se toman en Ccon- 
sideración, además, sus. límites de “validez y eventualmente una 
nueva formulación de la misma; 2% supuesto que en su antigua forma 
la ley de inercia enseña “suficientemente a conocer los movimientos, 
deducir a partir de esos movimientos el sistema correcto de coorde- 
nadas. : : os 
Me parece que ofrece un primer ejemplo del primer método, 
Newton mismo con el sistema de referencia señalado en su ya tan- 
tas veces citado Corolario V. Ya en él hay indicios de tomar en con- 
sideración las modificaciones de la expresión que la ampliación de 
la experiencia lleguen a hacer necesarias. El segundo camino es 
ciertamente el más natural psicológicamente, por la gran confianza 
que goza la mecánica como la ciencia más exacta. En efecto, €s el 
camino que con mayor o menor fortuna ha sido utilizado con más 
frecuencia. W. Thomson y Tait (“Treatise on natural Philosophy” 
Parte 1, tomo 1, 1879, $ 249) observan que dos puntos materiales 
lanzados simultáneamente desde el mismo sitio y luego abondonados 
a sí mismos, se mueven de tal manera que la recta que los une se 
mantiene paralela a sí misma. Por tanto si cuatro puntos O,P, Q,R 
se lanzan simultáneamente desde el mismo sitio y no se les somete 
luego a.ninguna fuerza, las líneas OP, 0Q, OR que los unen originan 
direcciones siempre fijas. J. Thomson en dos artículos (Proceed. R. 
S, E., 1884, pág. 568 y 730) ha tratado de construir el sistema de 
referencia correspondiente a la ley de inercia, y en ellos ya reconoce 
que los supuestos del movimiento rectilíneo y uniforme son en parte 
convencionales. Incitado por J. Thomson, participa también Tait 
(loc. cit. $ 743) en la solución del problema mediante los cuater- 
niones. También Mac Gregor en su «Presidential Adress” (Tr ansaci. 
R. S. of Canada, Vol. X, 1892, sec. III en especial pág. 5 Y 6) sigue el 
mismo camino.. : 
“Iguales motivos psicológicos actua 
quien en su intento de interpretar exactamente 1 


ron también . sobre Lange 
a ley de inercia de 
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Newton, ha resultado el más feliz y eso ya en 1885 (véanse ambos 
artículos de los “Philos. Studien”, de Wundt, 1885). 

Recientemente Lange ha publicado una memoria crítica (“Phi- 
los. Studien” de Wundt, XX, 1902) en la cual expone también cómo 
se puede llegar, según sus principios, a un nuevo sistema de coorde- 
nadas cuando ya no resultara suficiente, como consecuencia de ob- 
servaciones astronómicas más exactas, la actual grosera referencia 
a la esfera de las estrellas fijas. Respecto del valor formal teórico 
de las expresiones de Lange en el sentido que actualmente la esfera 
de las fijas es el único sistema de referencia utilizable en la práctica, 
y respecto del método para obtener un nuevo sistema de referencia 
mediante graduales correcciones, no existe ninguna diferencia de 
opinión entre Lange y yo. La diferencia que aún subsiste y que 
quizá subsistirá siempre reside en el hecho de que Lange ha tratado 


la cuestión como matemático, mientras que yo he tenido en vista 
su aspecto físico. 


gulo de rotación de la tierra pero, 
ediante el ángulo de rotación de 
on esto no debemos creer que el 
s los fenómenos físicos se viera de 
aquel lejano planeta experimenta- 
ación de la velocidad angular. No 
como algo inmediata y, por tanto, 
1 tiempo como algo exterior. Tam- 
sistema, no sometido a influencia 


y a sí mismos que se mueven uni- 
formemente en línea recta, la eventual perturbación de uno de ellos 


1 sistema de coordenadas, por ejemn- 
raer de inmediato una perturbación 


quí la orientación e i 
más sea fruto del raciocinio j na 
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manera de ver que en principio permita de igual modo los movi- 
mientos inerciales y los acelerados. El progreso de los descubri- 
mientos de Kepler a la ley de gravitación de Newton y el pasaje 
de ésta a una concepción física del tipo de las acciones eléctricas a 
distancia, puede aquí servir de modelo. Hasta debemos dar lugar 
a la idea de que las masas que vemos, y por las cuales eventual- 
mente nos orientamos, no son quizá propiamente lo decisivo. De ahí 
que no debamos subestimar las ideas experimentales de los señores 
Friedlánder 1 y Fóppl?, aunque no tengan un éxito inmediato. Si el 
investigador se aferra, y hasta con placer, a lo que le es accesible de 
inmediato, no le disgusta ciertamente, de cuando en cuando, echar 
una ojeada en las profundidades de lo desconocido. 

12, Una pequeña memoria elemental de J. R. Schutz (“Prinzip 
der absoluten Erhaltung der Energie”, en “Góttinger Nachrichten”, 
math.-physik Klasse, 1897), muestra cómo, mediante un simple 
ejemplo, puede obtenerse de ese principio (de la conservación abso- 
luta de la energía) la ley de Newton. La designación “absoluto” 
sólo expresa que el principio está exento de toda indeterminación y 
de toda arbitrariedad. Si se imagina aplicado el principio al choque 
central de dos masas puntuales elásticas M,, M2 Y SON Uy, uz las ve- 
locidades iniciales y 0,, Va las velocidades finales 

m, u,? 4 mu? — My 01? 4- Mo ve. 
Se pueden de inmediato calcular Y, y %»z, partiendo de Uy y Uz, si se 


admite la validez del principio de la energía también para una 
velocidad de traslación c de igual dirección que las u y Y, entonces 


m, (u, +0)? + ma (us + c)2 = m (0, + Cc)? + Ma (0, +04 
de donde restando la primera ecuación de la segunda, y eliminando 
c se obtiene la ecuación del principio de acción y reacción 

my Uy + Mz Uy = my U1 + Ma Uz. 

Y de la primera y última ecuación se obtiene el cálculo de 01 Y Dz 
De una manera análoga, del principio “absoluto” de la energía Se 
obtiene la ecuación de la fuerza de Newton para una masa puntual 
y finalmente también la ley de la acción y reacción con sus conse- 
cuencias: la conservación de la cantidad de movimiento, la conser- 
vación del centro de gravedad. La lectura de la memoria es muy 
recomendable, pues también es deducible con ayuda del principio de 
la energía el concepto de masa (Compárese la subsiguiente sección 8. 
Examen retrospectivo del desarrollo de la mecánica). 


1 B. und J. Friedlánder, Absolute und relative Bewegung (Ber- 
lin, 1896). ES 

2 A.FO Uber eine Kreiselversuch zur Messung der Umdrehung: 
dial der Erde, en Sitzungsber. d. Múnchenes, Acad 1008 
pág. 5. Uber absolute und relative Bewegun8, ibidem 1904, pag. : 
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7. Crítica sintética de los enunciados de "Newton 


1. Después de haber discutido “suficientemente en detalle la 
forma y la disposición de los enunciados de Newton, podemos ahora 
dar una visión de conjunto. Newton adelanta muchas definiciones 
a las que siguen las leyes del movimiento. Ocupémonos ante todo de 
las primeras. 

“Definición 1. La cantidad de materia se mide por la reunión de 
-su densidad y de su volumen. En lo sucesivo entenderé esa cantidad 
de materia por los nombres, cuerpo o masa, ella se conoce en cada 
caso mediante el peso del cuerpo. Que la masa es proporcional al peso 
lo he hallado mediante experimentos muy exactos realizados con el 
péndulo, como más tarde lo mostraré. 

Definición Il. La cantidad de movimiento se mide por la reunión 
de la velocidad y de la cantidad de materia. , 

Definición 111. La materia posee el poder de resistir, de ahí que 
todo cuerpo persista, por lo que a él le atañe, en su estado de reposo 
o de movimiento rectilíneo uniforme. 

Definición IV. Una fuerza aplicada es el impulso ejercido para 
variar el estado de un cuerpo, ya a partir del reposo, ya a partir 
del movimiento rectilíneo uniforme. : 

Definición V. La fuerza centrípeta actúa de tal modo que un 
cuerpo es atraído o rechazado hacia un punto cualquiera como cen- 
tro, o tiende a ello de una manera cualquiera. 

Definición VI. La magnitud absoluta de la fuerza centrípeta es 
de mayor o menor medida según la proporción en que la causa 
agente la propaga desde el centro hacia las partes circundantes. ' 

z Definición VH. La magnitud de la fuerza centrípeta acelera- 
ora €s proporcional a la velocidad que engendra en un tiempo dado. 

Definición VUL La magnitud de la fuerza centrípeta motriz 
dl proporcional a la cantidad de movimiento que engendra en un 
pt a puede, por brevedad, llamar a esta triple manera 
dor Ieerar la magnitud de las fuerzas: fuerza absoluta, acelera- 

e motriz, y para distinguirla entre sí referirlas: a los cuerpos 
o hacia un centro, al lugar de los cuerpos y al centro de 
erzas. La fuerza motriz se refiere al cuerpo, como un impulso 


y tendencia del todo hacia el ce 
cia de cada una de sus e dad 


partes. La fuerza aceleradora se refiere al 
a como una causa agente que se propaga desde el 
movimiento los oa de los lugares que lo rodean para poner en 
O rpos que allí se encuentran. La fuerza absoluta 
oa ro que está dotado de una causa, sin la cual las 
Ces no se propagarán por el espacio. Esta causa "puede 
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ser cualquier cuerpo central (como el imán en el centro de las fuer- 
zas magnéticas, la tierra en el centro de la fuerza de la gravedad) 
o cualquier otra invisible. Tal es por lo menos el concepto mate- 
mático de la misma pues no pretendo aquí tomar en consideración 
la causa física y el asiento de la fuerza. 

De- ahí que la fuerza aceleradora es a la fuerza motriz como la 
velocidad es a la cantidad de movimiento. Como la cantidad de mo- 
vimiento es precisamente el producto de la velocidad por la masa, y 
la fuerza motriz el producto de la fuerza aceleradora por la misma 
masa, la suma de los efectos que la fuerza aceleradora produce en 
las distintas partes del cuerpo es la fuerza motriz de todo el cuerpo. 
De aquí resulta que en las proximidades de la superficie terrestre 
donde la fuerza aceleradora, €s decir la fuerza de la gravedad, es la 
misma para todos los cuerpos, la fuerza motriz de la gravedad, o sea 
el peso, es proporcional al cuerpo. Pero si nos elevamos a lugares 
donde la fuerza aceleradora de la gravedad es menor, disminuiría 
igualmente el peso, que es siempre proporcional al producto de la 
fuerza aceleradora de la gravedad por el cuerpo. En los lugares 
donde la fuerza aceleradora se reduce a la mitad, el peso de un 
cuerpo disminuye a su mitad. Con el mismo sentido designo también 
aceleradoras o motrices las atracciones O las repulsiones. Las desig- 
naciones: atracción, repulsión o propensión hacia un centro las su- 
pongo idénticas e intercambiables, considerando esas fuerzas no €n 
el sentido físico sino solamente matemático. De consideraciones de 
esta especie el lector no debe, por tanto, deducir que yo me refiera 
al tipo o manera del efecto, o a la causa física; o que yo haya colo- 
cado efectivamente una fuerza en el centro (que es UN punto geo- 
métrico) cuando digo: «El centro atrae, o existen fuerzas centrales.” 


2. Como lo probamos ya detalladamente, la definición 1 es una 
definición aparente. El concepto de masa no Se hace más claro por- 
que se defina la masa Como el producto de volumen por la densidad, 
o porque se defina la densidad misma como la masa en la unidad 
de volumen. La verdadera definición de la masa sólo puede dedu- 
cirse de las relaciones dinámicas de los cuerpos entre sl, 

En contra de la definición Il, que no €s sino una mera manera 
de indicar un cálculo no hay nada que objetar. En cambio la defi- 
nición HI (inercia) se hace superflua por las definiciones IV a vi 
de fuerza puesto que por la naturaleza aceleradora de las fuerzas, 
la inercia ya está dada. 

La definición IV explica la fuerza como la causa de la acele- 
ración, o la tendencia a la aceleración de un cuerpo. Esto último se 
justifica, pues aun en el caso en que no pueden presentarse acele- 
raciones, se presentan, como correspondientes A éstas, otras varia- 
ciones, presiones, dilataciones del Cuerpo, etc. La causa de una 


aceleración hacia un centro determinado se explica mediante la 
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definición V, como fuerza centrípeta que se distingue, según VI, VIL 
VII, en absoluta, aceleradora y motriz. Es cuestión de gusto o de 
forma, que la exposición del concepto de fuerza comprenda una o 
más definiciones. En principio nada hay que objetar a las definicio= 
nes newtonianas. 


3. Siguen ahora los axiomas o leyes del movimiento, del cual 
Newton establece tres: 


“:1* Ley. Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de 
movimiento rectilíneo uniforme, mientras una fuerza que actúe so- 
bre él no le obligue a cambiar de estado, 

2? Ley. La variación del movimiento es proporción a la ac- 
ción de la fuerza motriz y se produce según la dirección de la recta 
en la que actúa la fuerza. 

3% Ley. La acción es siempre igual a la reacción, o las acciones 
mutuas entre dos cuerpos son siempre iguales y de sentido opuesto.” 

Newton hace seguir a estas tres leyes muchos corolarios, Los 
corolarios 1* y 2% se refieren al principio del paralelogramo de las 
fuerzas, el 32 a la cantidad de movimiento engendrada por la reac- 
ción, el 4% a la invariabilidad del centro de gravedad en la reacción, 
el 5? y 6? al movimiento relativo. 


4. Se reconoce fácilmente que las leyes 1? y 2% están ya dadas 
as precedentes definiciones de fuerza. Según éstas, sin fuerza 
no existe aceleración y por ende sólo existe o reposo o movimiento 
rectilíneo uniforme. Por lo demás es una tautología totalmente inútil 
repetir después de haber fijado la aceleración como medida de la 
fuerza que la variación del movimiento es proporcional a la fuerza. 
Hubiera sido suficiente decir que las definiciones adelantadas, no 
eran definiciones matemáticas arbitrarias sino que ellas correspon- 
dían a propiedades de los cuerpos dadas en la experiencia. La 3* 
Ley contiene, aparentemente, una novedad. Sin embargo, hemos 
ya visto que ella es incomprensible sin un exacto concepto de masa, 
mientras que se torna imútil con un concepto de masa adquirido me- 
diante experiencias dinámicas. 

Por otra parte, el carácter pleonástico, 
dante de los enunciados de Newton se e 
se le representa como a un investigador que, partiendo de los enun- 
ciados de la estática, para él familiares, se propone establecer los 


Principios fundamentales de la dinámica. Él dirige su atención a la 
fuerza, a veces co 


en 1 


tautológico y superabun- 
xplica psicológicamente si 
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poco unitaria y fragmentaria de los nuevos principios fundamenta- 
les (Véase “Erkenntnis und Irrtum”, 2* edic., pág. 140, 315). 

El primer corolario contiene realmente algo nuevo. Pero él 
considera las aceleraciones determinadas sobre un cuerpo K por 
cuerpos distintos M, N, P, como evidentemente independientes entre 
sí, mientras que precisamente eso debía ser reconocido expresamente 
como un hecho de experiencia. El segundo corolario no es más que 
una simple aplicación de las leyes enunciadas en el primer corolario. 
También los demás corolarios se presentan como simples resultados 
(matemáticos) deducidos de los conceptos y leyes anteriores. 


5. Aun manteniéndonos totalmente en el punto de vista de 
Newton y prescindiendo en absoluto de las mencionadas complica- 
ciones y oscuridades que la denominación abreviada de “tiempo” y 
“espacio” no apartan, sino simplemente encubren, la exposición de 
Newton podría hacerse más simple, más satisfactoria y ordenarse 
más metódicamente. A nuestro parecer debería ser algo así como: 

a) Principio experimental. Dos cuerpos, puestos en presencia 
uno del otro y bajo ciertas circunstancias dadas por la física expe- 
rimental, determinan aceleraciones opuestas entre si y según la 
dirección de la línea que los une. (El principio de inercia ya estaría 
aquí incluído). 

b) Definición. La razón de las masas de dos cuerpos es inversa 
y de signo contrario a la razón de sus respectivas aceleraciones. 

c) Principio experimental. Las razones entre las masas son in- 
dependientes de la naturaleza del estado físico de los cuerpos (sea 
éste eléctrico, magnético, etc.) que condicionan las aceleraciones re- 
cíprocas; y se mantienen, ya se adquieran esas aceleraciones direc- 
tamente o indirectamente. 

d) Principio experimental. Las aceleraciones que varios cuer- 
pos A,B,C,... determinan sobre un cuerpo K son independientes 
entre sí (El teorema del paralelogramo de las fuerzas sigue de aquí 
inmediatamente). 

e) Definición. La fuerza motriz es el producto del valor de la 
masa de un cuerpo por la aceleración adquirida por el mismo. 

Los enunciados a - e ya figuran en mi nota “Uber die Definition 
der Masse”, en el “Repertorium der Experimentalphysik”, Tomo Iv, 
1868 de Carl y reimpresa en “Erhaltung der Arbeit”, 1872, 2* edic., 
Leipzig 1909, (Véase además Poincaré, “La Science et la Hypothése”, 
Paris, pág. 110 y sig.). . . : 

Ahora, podrían seguir las demás definiciones arbitrarias de las 
expresiones de cálculo “cantidad de movimiento”, “fuerza viva”, etc. 
aunque no son indispensables en absoluto. Las proposiciones citadas 
satisfacen las exigencias de sencillez y parquedad que han de cons 
tituir sus bases económico-científicas. Ellas son claras y diáfanas y 
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no ofrecen dudas acerca de su significado, de su origen y sí expre- 
san una experiencia o una convención arbitraria. 


6. En definitiva puede decirse que Newton ha descubierto de 
una manera relevante cuáles eran los conceptos y los principios ' 
suficientemente seguros, como para edificar sobre ellos. Frente a' 
sus contemporáneos y en parte debido a la dificultad y novedad del 
tema, se vió forzado a una representación muy detallada y en cierto 
modo fragmentaria, a consecuencia de la cual, por ejemplo una y la 
misma propiedad de los fenómenos mecánicos parece formulada va- 
rias veces. Pero en parte puede probarse que él mismo no tenía 
completamente claros el significado de sus principios y especial- 
mente el conocimiento de sus orígenes. Pero de ningún modo este 
hecho arroja la más mínima sombra sobre su gran valor intelectual. 
Quien tiene que alcanzar un nuevo punto de vista no puede natu- 
ralmente poseerlo de antemano, con la misma seguridad de quien 
luego recibe ese punto de vista sin esfuerzo. Bastante ha hecho si 
ha logrado encontrar verdades sobre las cuales otros puedan edifi- 
car. Pues toda nueva consecuencia, permite al mismo tiempo un. 
nuevo examen, un nuevo control, una ampliación del horizonte, una 
aclaración del punto de vista. El jefe-de un ejército, así como el 
gran inventor, no pueden realizar minuciosas investigaciones para 
fijar el derecho que les asiste a la posesión de cada posición que 
conquistan. La magnitud de los problemas a resolver no le deja 
tiempo para ello. Más adelante será otra cosa. Newton pudo muy 
bien esperar dos siglos para que los fundamentos de su labor fueran. 
confirmados y ampliamente investigados. En efecto, es en las épocas 
de mayor tranquilidad científica cuando los principios adquieren un 
interés filosófico superior al de todo lo que se ha construído sobre 
ellos. Pues es entonces cuando se presentan las cuestiones que tra- 
tamos en este libro y a cuya respuesta hemos quizás aportado una 
pequeña contribución. Nos asociamos con justicia al célebre físico 
W. Thomson (Lord Kelvin) en el respeto y admiración por Newton, 
e a oa comprensible la opinión de Thomson en el 

ido de que las doctrinas de Newton sean aún hoy, las mejores 
y más filosóficas que puedan darse. : 


8. Examen retrospectivo sobre el desarrollo de la dinámica 


A A La dinámica se ha desarrollado de una manera análoga a la 
pe e cas Se observaron diferentes casos especiales de movi- 
een peas o y se trató de abarcar esas observaciones en 
equilibrio en En cb así como de la consideración de los casos de 
por la in ti pao inclinado o de la palanca, no se pudo deducir, 

exactitud de las medidas, una regla universalmente válida 
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y matemáticamente exacta para el equilibrio, tampoco ocurrió eso: 
con los movimientos. Ante todo la observación condujo solamente 
a una conjetura respecto de la ley del movimiento, conjetura que en 
condiciones especiales de exactitud y sencillez se adoptó como hipó- 
tesis, para investigar luego si de esa hipótesis podía deducirse lógi- 
camente el comportamiento del cuerpo. Recién cuando esa hipótesis 
fué confirmada en muchos casos, simples y complicados, se convino 
en fijarla. Tiene pues razón Poincaré (en “La Science et la Hypo- 
thése”) cuando llama convenciones a los principios fundamentales 
de la mecánica, aungue podía haberle dado otro nombre. A 

Si se examina en su conjunto el período del desarrollo de la 
mecánica que abre Galilei, continúa Huygens y cierra Newton, apa- 
rece como resultado fundamental el conocimiento de que los cuerpos 
en su acción mutua determinan aceleraciones que dependen de cir- 
cunstancias espaciales y materiales, y de que hay masas. Que el 
conocimiento de estos hechos esté representado por numerosas pro- 
posiciones no tiene sino una razón histórica: ellos no han sido adqui- 
ridos de una vez por todas sino paso a paso, En verdad, fué fijado 
solamente un hecho importante. Distintos pares de cuerpos deter- 
minan, independientemente uno de otro, pares de aceleraciones CU- 
yos miembros mantienen una razón invariable, característica de 
cada par de cuerpos. Hasta a hombres significativos como Galilei, 
Huygens y Newton, este hecho no se les presentó en su totalidad, 
sino que fué reconocido fragmentariamente, como se comprueba con 
la ley de la caída, la ley de inercia especial, el principio del parale- 
logramo de las fuerzas, el concepto de masa, etc. Hoy ya no hay 
dificultad alguna en encarar todos esos hechos en su unidad. Sólo 
las exigencias prácticas de la trasmisión pueden justificar la repre- 
sentación fragmentaria, mediante muchos enunciados (cuyo número 
en verdad es simplemente cuestión de gusto científico). Por lo de- 
más, recordando las explicaciones dadas sobre el concepto de tiem- 
po, de inercia, etc. se llega ciertamente la convicción que hasta 
hoy mismo el hecho en cuestión no ha sido aún reconocido comple- 
tamente en toda su integridad. 

Este punto de vista (como Newton lo ha hecho resaltar expre- 
samente) nada tiene que ver con las “causas desconocidas” de los 
fenómenos naturales. Lo que hoy llamamos fuerza en mean oe 
es algo oculto en los fenómenos sino un estado dinámico Ei 
mente medible: el producto de la masa por la aceleración. ad do 
es necesario pensar en causa oculta alguna del movimiento, a 
se habla de atracción o de repulsión de los cuerpos. Con la pala 

Ze E : ¡ tre el fenómeno 
atracción sólo se designa la semejanza efectiva en el efecto 
determinado por ciertas circunstancias de movimiento Y 


la es, O bien 
de un impulso voluntario. En ambos casos la consecuencia S, 


212 ERNST MACH 


un movimiento efectivo o bien, si esas circunstancias de movimiento 
son destruidás por otra, una presión, una ruptura del cuerpo, etc. 


2. La tarea peculiar del genio consiste en poner de manifiesto 
la conexión entre ciertas determinaciones parciales de los fenómenos 
mecánicos. La formulación más exacta de la forma de esa cone- 
xión, correspondió en cambio a un trabajo cuidadoso que elaboró los 
distintos conceptos y principios de la mecánica, El verdadero valor 
y el significado de esos conceptos y principios sólo puede determi- 
narse mediante la investigación de sus orígenes históricos. De este 
modo se pone a veces en evidencia, las circunstancias casuales que 
han impreso al proceso del desarrollo una dirección dada, que bajo 
otras cireunstancias podía haber sido totalmente diferente, como lo 
veremos ahorá en un ejemplo. 

Antes de que Galilei admitiera la conocida dependencia entre la 
velocidad final y el tiempo de caída, y la comprobara mediante la 
experiencia, consideró, como recordamos, otra hipótesis estable- 
ciendo la proporcionalidad entre la velocidad final y el espacio de 
caída recorrido. De esa hipótesis creía poder deducir la proporcio- 
nalidad de los espacios de caída con los cuadrados de los tiempos 
(Ediz. Nazionale, VII, pág. 373, 374). Más tarde, mediante otro 
raciocinio erróneo, creyó encontrar que tal hipótesis era contradic- 
toria (Diálogo 3). En efecto, si en una camino de caída doble la 
velocidad final era doble, ese camino debía ser recorrido en el mismo 
tiempo que el camino de caída simple. Pero entonces, después de 
haber recorrido la primera mitad de ese camino doble, la segunda 
mitad debía ser recorrida instantáneamente (en un tiempo no me- 
dible). De ahí seguía fácilmente que el movimiento de caída debía 
ser instantaneo. 5 

El error del raciocinio es aquí manifiesto. Naturalmente a 
Galilei no le eran familiares las integraciones mentales, de ahí que 
en cuanto las relaciones se complicaran un poco, la carencia de todo 
método debía necesariamente conducirlo a un error. Si llamamos s 
al camino, y t al tiempo, la hipótesis de Galilei con el lenguaje ac- 

ds 
tual dice que e = 4s, de donde se deduce que s =— Aeat, siendo a 
bs e consemenda iman dia de 
dedujo. Sin duda que no se uta Gen zo a 
mente a Galilei le habría chocado AE y proba9las 
Aún no a as que para t—0, es decir cuando 
a parece el movimiento, debía ser s diferente de O. Pero 
e a esta hipótesis es contradictoria. : 

ios ce EAN Kepler se hubiera planteado la misma 

se aferra siempre a lo más simple y aban- 
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dona la hipótesis en cuanto no se ajusta a ello, Kepler revela una 

naturaleza totalmente diferente. Como lo demuestra suficientemente 

la historia del descubrimiento de sus leyes del movimiento de los 

planetas, Kepler no teme las hipótesis más complicadas y logra su 

objeto por modificación paulatina de las hipótesis. Probablemente, 
ds 

después de haber comprobado que la hipótesis — = as, no se adap- 
dt 


taba habría ensayado un cierto número de otras hipótesis, entre las 


cuales, probablemente, también la correcta — = yaso y 2 gs. En 
dt 


tal caso el proceso del desarrollo de la dinámica habría sido esen- 
cialmente otro. 

En la segunda hipótesis infinitesimal de Galilei de la propor- 
cionalidad de la velocidad con el tiempo de caída, las superficies de 
los triángulos en la construcción de Galilei (Fig. 87) ya dan intui- 
tivamente los caminos recorridos, mientras que en la primera hipó- 
tesis los triángulos análogos no tienen ningún significado foronómico, 
con lo que la integración no puede efectuarse. 

Según nuestra opinión, es a estas circunstancias históricas, acci- 
dentales, a las que debemos atribuir la dificultad con que el concepto 
de “trabajo” ha adquirido poco a poco el importante significado que 
hoy posee. En efecto, dado que casualmente fué la dependencia 
entre la velocidad y el tiempo la primera en ser determinada, MiS 

gt 
aparecer la relación v = gt como la originaria, la igualdad s = Ea 


2 


5 


como la inmediata próxima y Ne como la consecuencia pe 


alejada. Introduciendo el concepto de masa (m) y de fuerza (m, 
con p= mg, se obtienen (multiplicando las tres ecuaciones ante- 
riores por m»), las leyes 


pt? ma? 
be .s SU —=; ps = , 
mu pt; m 2 2 
que son las ecuaciones fundamentales de la mecánica. Por tanto, 


debían necesariamente aparecer los conceptos de fuerza y de 9 
dad de movimiento, como primordiales frente a los concep ps 
trabajo (ps) y de fuerza viva (mv?). No debe pus paa de 
que cada vez que se encontraba el concepto de A e. Toda la 
sustituirlo por algún concepto históricamente más antiguo, - recién 
disputa entre leibnizianos y cartesianos, que en cierto mo 
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llegó a su término con d'Alembert, tiene aquí su completa expli- 
cación. EE 
Considerada la cosa imparcialmente, el mismo derecho asiste 
a preguntar acerca de la dependencia entre la velocidad final y el 
tiempo, como acerca de la dependencia entre la velocidad final y el 
camino; y someter tal cuestión a la experiencia. La primera cuestión 
conduce al principio experimental: Cuerpos dados puestos en pre- 
sencia se comunican en tiempos dados ciertos incrementos de velo- 
cidad. La segunda enseña: que Cuerpos dados puestos en presencia 
se comunican, para desplazamientos recíprocos dados, ciertos incre- 
mentos de velocidad. Ambos enunciados se justifican igualmente y 
pueden ser considerados primordiales con igual derecho. 

Que esto es exacto, lo ha demostrado en nuestros días J. R. Ma- 
yer, un científico moderno de naturaleza galileiana libre de toda 
influencia de escuela, quien efectivamente ha recorrido en forma 
independiente el último camino, con lo que logró una ampliación de 
la ciencia a la cual por el camino' clásico sólo se llegó más tarde 
circunstancialmente y en forma no tan completa. Para Mayer el 
concepto fundamental es el de “trabajo”. Él llama fuerza lo que la 
mecánica clásica llama trabajo. Mayer sólo erra en cuanto consi- 
dera su método como el único exacto. 


3. Igualmente puede darse preferencia al tiempo de caída o al 
espacio de caída, como determinante de la velocidad. Si dirigimos 
nuestra atención a la primera circunstancia, entonces el concepto de 
fuerza es el primitivo y el concepto de trabajo el derivado. Pero 
si se considera de antemano la influencia de la segunda circunstan- 
cia, es precisamente el concepto de trabajo el primitivo. Transpor- 
tando los conceptos adquiridos en la consideración del movimiento 
de caída a relaciones más complicadas se reconoce la fuerza como 
dependiente de la distancia de los cuerpos, es decir como una función 
j(r) de la distancia. El trabajo a lo largo de un camino elemental 
dr es entonces $ (r) dr. Pero, por el segundo método de investigación, 
resulta también el trabajo como una función de la distancia Fm, 


d.F(r) 


, 


por tanto podemos entonces conocer la fuerza en la forma 


dr 


57 Incremento de j 
como límite de la razón sella: 


NN Incremento de camino 
ic E ee con preferencia el primero de esos dos ca- 
es a ewton lo ha preferido. Huygens se movió más 
od o camino, aunque sin limitarse a él totalmente. 
ete oe nuevamente las ideas de Galilei a su manera, 
de ión no es de peso frente a las de Newton y de 
; Y la influencia de la misma desvaneció muy pronto. Des- 
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pues de Newton y de Huygens, las dos maneras de pensar Se entre- 
mezclan, no siempre se observa su independencia y equivalencia y 
surgen múltiples enredos, como por ejemplo la mencionada disputa 
entre los cartesianos y los leibnicianos sobre la medida de la fuerza. 
Hasta estos últimos tiempos los investigadores utilizaban con prefe- 
rencia, ya la una ya la otra de estas maneras de pensar. Así: el 
pensamiento de Galilei-Newton es el utilizado preferentemente por 
la escuela de Poinsot y el de Galilei-Huygens por la de Poncelet. 

4. Newton ha operado casi exclusivamente Con los conceptos 
de fuerza, masa y cantidad de movimiento. El valor que atribuyó al 
concepto de masa lo coloca por encima de sus predecesores y Con- 
temporáneos. Galilei no pensó que el peso y la masa podían ser cosas 
distintas. También Huygens, en sus consideraciones, toma log pesos 
en lugar de las masas como por ejemplo en las investigaciones sobre 
el centro de oscilación. También en su escrito “De percussione” 
(Sobre el choque) Huygens siempre dice “corpus majus” (el cuerpo 
más grande) y “corpus minus” (el cuerpo más pequeño) para refe- 
rirse a la masa mayor 0 menor. La formación del concepto de masa 
fué obligada, cuando se observó que el mismo cuerpo puede experi- 
mentar aceleraciones diferentes a la de la gravedad. La ocasión la 
ofreció, ante todo, las observaciones pendulares de Richer (1671-73), 
de las que Huygens extrajo de inmediato la conclusión exacta, Y la 
extensión de las leyes dinámicas a los cuerpos celestes. La impor- 


tancia del primer punto la vemos en el hecho de que Newton, Por 


observaciones propias con péndulos de distinto material, ha com- 
diversos lugares 


probado la proporcionalidad entre masa y peso en 
de la tierra (“Principia” Sect. VI de motu et resistentia COrporum 


funependulorum). La observación que el mismo cuerpo puede ad- 
edad condujo también a 


mitir aceleraciones distintas a la de la grav 

Job. Bernoulli, a la primera distinción entre masa Y peso, en la 
“meditatio de natura centri oscillationis” (“Opera omnia”, Lausan- 
nae et Genevae, Tomo I1, p. 168). Y las cuestiones dinámicas Te- 


ferentes a muchos cuerpos que están en relación mutua las trata 
masa y cantidad de 


Newton, con ayuda de los conceptos de fuerza, 
movimiento. 
ido otro camino para la solución de los 


5. Huygens ha recorr : 
mismos problemas. Galilei ya había reconocido que debido a la 
olver a elevarse 


velocidad de caída adquirida, un cuerpo puede Y 

tanto cuanto ha descendido. Generalizando ese principio (en “Ho- 
rologium oscillatorium”) en el sentido que el centro de gravedad de 
un sistema de cuerpos puede elevarse tanto cuanto ha descendido, 
Huygens llega al principio de la equivalencia del trabajo, con la 
fuerza viva. Claro es que los nombres para sus fórmulas sólo fue- 


ron dados más tarde. 


ES 
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Este principio del trabajo de Huygens, fué aceptado en general 
por los contemporáneos con cierta desconfianza. Se conformaban con 
aplicar los brillantes resultados del mismo, pero siempre se esfor- 
zaron en sustituir su deducción por otra. Aun después que Johann 
y Daniel Beroulli ampliaron el principio, siempre se estimó más su 
fecundidad que su evidencia. 


Vemos que son siempre las proposiciones de Galilei-Newton, 
debido a su gran sencillez y su, aparentemente, superior evidencia, 
las preferidas frente a las de Galilei-Huygens. Sólo en aquellos 
casos en que la aplicación de las primeras no era posible, debido a 
las penosas consideraciones de detalle que requería como por ejem- 
plo en la teoría del movimiento de los líquidos de Johann y Daniel 
Bernoulli, la necesidad obligaba a la aplicación de las últimas. 

Pero, considerada la cosa más de cerca, el principio de Huygens 
posee la misma sencillez y evidencia que el teorema de Newton ya 
mencionado. Que (en un cuerpo) la velocidad esté determinada por 
el tiempo de caída o por el espacio de caída la suposición es igual- 
mente natural y simple. La forma de la ley debe estar dada en am- 
bos casos por la experiencia. Por tanto es igualmente bueno tomar 


. mu? 
como punto de partida pt = mv o ps — 


2 

6. Si se emprende la investigación del movimiento de muchos 
cuerpos, se exige nuevamente en ambos casos, un progreso con un 
igual grado de seguridad, El concepto de masa de Newton se jus- 
tífica, si se tiene en cuenta que con su eliminación todas las reglas 
de los fenómenos cesarían, que de inmediato nos aguardarían con- 
tradicciones frente a nuestras experiencias más frecuentes y grose- 
ras y que la fisonomía de todo nuestro entorno mecánico ya no nos 
seria comprensible. Igual cosa podemos observar respecto del prin- 
cipio del trabajo de Huygens. Si se deja de lado el teorema 


ps =X3 


ea pesados podrían por su' propio peso elevarse, y cesarían to- 
as las reglas conocidas de los procesos mecánicos. Sobre el mo- 


mento instintivo que actuó en el descubrimiento de ambos puntos 
de vista, ya hemos tratado detalladamente. 


Es claro que ambos modos de ensar podían a 
llado independientemente el uno dal Pre Sas tia 
a en constante contacto mutuo, no debe maravillarnos que se 
pd OS parcialmente y que el de Huygens parezca menos 

mpleto. A Newton le son totalmente suficientes las fuerzas, las 
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masas y las cantidades de movimiento. A Huygens le hubieran sido 
igualmente suficientes el trabajo, la masa y la fuerza viva. Pero 
no tenía aún un concepto cabal de masa y para sus aplicaciones 
ulteriores, tuvo él mismo que valerse de las ideas del otro círculo. 
Sin embargo, hubiera podido evitar tal cosa. Si en Newton la razón 
entre las masas de dos cuerpos, puede ser definida por la razón in- 
versa de las velocidades engendradas por la misma fuerza; de un 
modo consecuente en Huygens podría definirse por la razón inversa 
de los cuadrados de las velocidades engendradas por el mismo tra- 
bajo. 

Ambos modos de ver consideran la dependencia entre momentos 
totalmente diferentes del mismo fenómeno. La consideración de 
Newton es tanto más completa, por cuanto nos ilustra sobre el mo- 
vimiento de cada masa, pero para ello debe entrar en muchos deta- 
lles. En cambio la de Huygens da una regla para el sistema total. 
Ella es cómoda, y muy cómoda, solamente cuando es conocida de 
antemano la relación de la velocidad de las masas. 


7. Podemos pues observar que en el desarrollo de la dinámica, 
exactamente como en el desarrollo de la estática, en distintas Épocas 
llamó la atención de los investigadores la conexión entre caracte- 
rísticas muy diferentes de los procesos mecánicos. Si se puede con- 
siderar la cantidad de movimiento de un sistema como determinado 
por las fuerzas, también pueden considerarse determinada la fuerza 
viva por el trabajo. En la elección de esas características desempeña 
un papel importante la personalidad del investigador. De los argu- 
mentos expuestos puede retenerse como posible, que quizás el sis- 
tema de los conceptos mecánicos hubiera sido otro, si Kepler hubiera 
sido quien estableciera las primeras investigaciones sobre el movi- 
miénto de caida o si Galilei, en sus consideraciones, no hubiera 
cometido ningún error. Se reconoce también que para la compren- 
sión histórica de una ciencia, no €s sólo importante el conocimiento 
de los pensamientos adoptados y cultivados por los sucesores, sino 
que también pueden ser muy importantes € instructivas las reflexio- 
nes pasajeras de los investigadores, aun cuando sean en apariencia 
totalmente erróneas. La investigación histórica del desarrollo de una 
ciencia es. muy necesaria, si no quiere convertirse poco a poco el 
conjunto de teoremas en un sistema de recetas comprendidas a me- 
dias, o simplemente en un sistema de prejuicios. No sólo esa inves- 
tigación histórica facilita la comprensión de lo actual sino que, 
mostrando que lo actual es en parte convencional y casual, permite 
también nuevas posibilidades. Desde un punto de vista superior, al 
cual puede llegarse por caminos diferentes, la mirada puede contem- 
«plar con mayor libertad y hasta reconocer nuevos caminos. ! j 

Se ha expuesto que en su forma actual nuestra mecánica está 
fundada sobre un accidente histórico. Esto ha sido aclarado en forma 
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muy instructiva a través de las consideraciones del teniente coronel 
Hartmann en “Définition physique de la force. Congrés interna- 
tional de philosophie” (Genéve, 1905), pág. 728 y también en 
“I'enseignement mathématique” (Paris et Genéve, 1904) pág. 425. 
El autor muestra la aplicabilidad de conceptos diferentes de aquéllos 
que fijan las concepciones usuales. 

En todas las proposiciones dinámicas de las que hemos hablado, 
la velocidad desempeña un papel preponderante. De acuerdo a 
nuestras consideraciones esto se debe a que, en verdad, todo cuerpo 
está en relación con todos los demás y que ni un cuerpo, ni tampoco 
muchos cuerpos pueden ser considerados totalmente aislados. Sólo 
nuestra incapacidad de poder considerar todo de una sola vez, nos 
ha obligado a considerar un número reducido de cuerpos y de pres- 
cindir provisoriamente de los demás, bajo múltiples aspectos; lo que 
cabalmente ocurre con la introducción de la velocidad que, a su 
vez, contiene al tiempo. No debe considerarse imposible que en 
lugar de las leyes infinitesimales que hoy forman la mecánica actual, 
alguna vez aparezcan leyes integrales (para utilizar una expresión 
de C. Neumann), de tal manera que directamente podamos reconocer 
la dependencia recíproca de la posición de los cuerpos. En tal caso 
el concepto de fuerza se habría tornado superfluo. 


9. La mecánica de Hertz 


l. El capítulo anterior ha sido escrito en 1883. Dicho capítulo 
contiene, especialmente en su parágrafo 7, un programa, sin duda 
muy general, de una mecánica futura y debe reconocerse que la me- 
cánica de Hertz1 aparecida en 1894 significa un progreso esencial 
en ese sentido, No es posible dar una idea adecuada de la riqueza 
de ese libro en las pocas líneas que estamos obligados a dedicarle. 
Nuestro objeto no es exponer nuevos sistemas de mecánica, sino el 
desarrollo de las concepciones relativas a la mecánica. Pero el libro 
de Hertz es uno de aquellos libros que deben leer todas las personas 
interesadas en la mecánica, j 

2. La crítica del tratamiento actual de la mecánica, de donde 
parte Hertz en sus consideraciones, contiene observaciones epistemo- 
lógicas muy dignas de atención pero que, conforme a nuestro punto 
de vista, que no coincide ni con el kantiano ni con la concepción me- 
race la mayoría de los físicos, debemos sin duda mo- 
Pi as imágenes” (o quizá mejor los conceptos) que nos 

jamos nosotros mismos de los objetos, deben ser elegidos de tal 


desta a dr TAN der Mechanik in neuem Zusammenhang 
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manera que sus “consecuencias mentales necesarias” correspondan 
a las “consecuencias naturales necesarias” de los objetos. De tales 
imágenes debe exigirse que sean lógicamente admisibles, es decir 
que no sean contradictorias, además que sean correctas, €s decir que 
correspondan a las relaciones de los objetos y finalmente que sean 
convenientes y, en lo posible, que contengan muy poco de superfluo. 
En el hecho nuestros conceptos son autoformados, no obstante lo 
cual no se han creado en forma totalmente arbitraria, sino que han 
nacido de una lucha por la adaptación a nuestro mundo sensible. La 
concordancia recíproca de los conceptos es una exigencia lógica ne- 
cesaria, y es esta necesidad lógica la única que conocemos. La 
creencia en una necesidad natural, sólo nace donde nuestros con- 
ceptos se adaptan a la naturaleza tan suficientemente como para 
poner en concordancia sus consecuencias con los hechos. Pero la 
suposición de la satisfactoria adaptación de nuestros conceptos, pue- 
de ser invalidada en cualquier instante por la experiencia. La exi- 
gencia hertziana de conveniencia coincide con nuestra exigencia de 
economía. ./ 

El reproche de falta de claridad que Hertz dirige contra la 
mecánica de Newton-Galilei, especialmente en contra del concepto 
de fuerza (pág. 7, 14, 15), nos parece justificado sólo frente a la 
representación lógicamente defectuosa de esos sistemas, de la que 
Hertz debe haber guardado un mal recuerdo de Sus tiempos de ju- 
ventud y de estudiante; reproche que Hertz mismo rectifica par- 
cialmente (pág. 9, 47) o por lo menos aminora. Sin embargo no se 
puede atribuir esta falla lógica de una representación individual de 
un sistema, al sistema Como tal. Sin duda, hoy Ya no es permitido 
hablar (pág. 7) de una fuerza que actúa “unilateralmente” a, con 
referencia a la fuerza centrífuga, “de tener en cuenta el efecto de 
la inercia de una doble manera, es decir: una vez Como masa, otra 
vez como fuerza.” Pero de ningún modo tampoco es necesario que 
Huygens y Newton fueran ya en esto de una claridad perfecta. 


; Es 
Apenas se admitiría caracterizar a la fuerza, a veces corno una 


rueda que gira en vacio” o a veces como algo cuya existencia 
sensible no se puede comprobar. En todo caso, en este punto las 
“fuerzas” tienen ventaja sobre las “masas ocultas” 0 sobre los “mo- 
vimientos ocultos”. Si un trozo de hierro descansa sobre una mesa, 
las dos fuerzas que Se encuentran en equilibrio: el peso del hierro 
y la elasticidad de la mesa, pueden perfectamente ponerse en evt. 
dencia. 

"Tampoco la mecánica energética debe retenerse tan mala como 
lo representa Hertz. Y respecto de la objeción dirigida contra la 
aplicación de los principios de mínimo en el sentido de encerrar la 
hipótesis de una finalidad y de presuponer una tendencia ene, 
hacia el futuro, ya mostraremos claramente en otros lugares de este 
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libro, que el simple significado de los principios de mínimo reside 
en circunstancias muy distintas a la de finalidad. Por lo demás, 
toda mecánea contiene una relación con el futuro, pues debe aplicar 
el concepto de tiempo, velocidad, etc. 


3. Aunque no pueda admitirse, en toda su severidad, esta 
crítica al actual sistema de la mecánica, no por ello debe dejarse 
de reputar la nueva concepción original de Hertz como un notable 
progreso. En su descripción, Hertz (por eliminación del concepto de 
fuerza) parte simplemente de los conceptos de tiempo, espacio y 
masa, con el propósito de introducir en las expresiones sólo lo que 
puede ser efectivamente observado. El único principio fundamental 
que aplica, puede concebirse como una combinación entre la ley de 
inercia y el principio de constricción mínima de Gauss. Las masas 
libres se mueven con movimiento rectilíneo y uniforme. Si las 
masas están vinculadas de una manera cualquiera, conforme al prin- 
cipio de Gauss, se apartan lo menos posible de aquel movimiento, de 
tal manera que el movimiento efectivo se acerca al movimiento 
libre más que cualquier otro movimiento imaginable. Hertz dice 
que las masas, de acuerdo a sus vínculos se mueven en una trayec- 
toria lo más rectilínea posible. Toda desviación del movimiento de 
una masa, respecto del movimiento rectilíneo y uniforme, Hertz no 
la atribuye a una fuerza, sino a sus vínculos (rígidos) con otras 
masas. Y si estas masas no son visibles, imagina masas ocultas con 
movimientos ocultos. Todos los efectos físicos se suponen efectos de 
tales vínculos. La fuerza, la función de fuerza y la energía, en esta 
concepción son conceptos auxiliares secundarios. 

Consideremos ahora aisladamente los puntos más importantes 
de esta concepción y preguntémonos: ¿de dónde provienen? Se 
puede llegar a la idea de eliminar el concepto de fuerza por el ca- 
mino siguiente. Es consustancial a la mecánica de Galilei-Newton, 
sustituir todo vínculo por fuerzas que determinan los movimientos 
exigidos por esos vínculos. Puede entonces procederse inversamente 
e imaginar que todo lo que se nos presenta como fuerza proviene 
de un vínculo, Si el primer pensamiento se presenta en las repre- 
sentaciones antiguas como históricamente más sencillo y más fre- 
cuente, en Hertz es el último el que toma la delantera. Si ahora 
se piensa que en ambos casos, ya se presuponen las fuerzas o ya 
los vínculos, la dependencia real del movimiento recíproco de las 
masas en cada conformación instantánea está dada por ecuaciones 
diferenciales lineales entre las coordenadas de las masas, se puede 
ronsiderar la existencia de tales ecuaciones como lo esencial, que 
habrá de fijarse mediante la experiencia. Poco a poco, se fué acos- 
mira como ss abit prono Ja denros 
o a Pe diferenciales, punto de vista 

en el presente libro (1883) en su Ca- 


DESARROLLO DE LA MECANICA 221 


pítulo V. Pero con esto significa admitir la aplicabilidad general de 
las expresiones matemáticas de Hertz, sin que sea necesario aven- 
turarse a ulteriores interpretaciones de las fuerzas O de los vínculos. 

El principio general de Hertz puede ser considerado como un 
principio de inercia generalizado, modificado por los vínculos de las 
masas. En los casos más simples esta hipótesis se adquiere fácil- 
mente y también puede haberse impuesto frecuentemente. En rea- 
tidad también en el presente libro (Cap. 1) fueron caracterizados 
el principio de la conservación del centro de gravedad y el de la 
conservación de las áreas, como generalización del principio de 
inercia. Si ahora se piensa que, de acuerdo al principio de Gauss, 
los vínculos de las masas determinan una desviación mínima res- 
pecto de aquel movimiento que ellas tomarían por sí mismas, se 
llega al principio fundamental de Hertz sin más que considerar 
todas las fuerzas como provenientes de los vínculos. Pues, por la 
eliminación de todos los vínculos, quedan como últimos elementos 
sólo masas aisladas que se mueven según la ley de inercia. Por 
tanto todo vínculo determina la menor desviación posible respecto 
del movimiento rectilíneo y uniforme. 

Ya Gauss había expresado claramente que esencialmente (ma- 
terialmente) no puede encontrarse un nuevo principio de la me- 
cánica. Y el principio de Hertz sólo es nuevo en la forma pues se 
identifica con las ecuaciones de Lagrange. La condición de mínimo, 
que el principio encierra, de ningún modo se refiere a un fin enig- 
mático, simplemente posee el sentido de todas las leyes de mínimo. 
Sólo ocurre lo que está determinado dinámicamente (Cap. T1). Una 
desviación respecto del movimiento real no está determinada diná- 
micamente, por tanto esa desviación no se presenta, de ahí que el 
movimiento real está determinado de una sola manera o, según la 
acertada expresión de Petzoldt, de una única manera. * 

Es apenas necesario poner de relieve expresamente que, con la 


z 


construcción de este sistema matemático-formal de la mecánica, 


las cuestiones físico-mecánicas no sólo no se resuelven sino que ni 
se les menciona. Las masas libres se mueven rectilinea y uniforme- 
mente. Masas vinculadas, de diferente velocidad y dirección, influ- 
yen mutuamente su velocidad, es decir determinan aceleraciones 
entre sí. Estas experiencias físicas entran en la formulación, al lado 
de las proposiciones puramente aritméticas y geométricas, pues estas 
últimas de ninguna manera serían suficientes, ya que lo determinado 


. 


univocamente de modo meramente matemático-geométrico, no es 


1 Petzoldt, Das Gesetz der Eindeutigkeit (Vierteljahrsschrift f, wis- 
sensch. Philosophie, XIX, pág. 146, especialmente Pág, 186). Aquí ea 
ser también mencionado R. Henke quien en su escrito Uber die Met ds 
der kleinsten Quadrate” (Leipzig, 1894), se acerca a la concepción de 
Hertz. 
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por ello también determinado univocamente de modo mecánico. 
Que tales enunciados físicos no sean evidentes por sí mismo y hasta 
que no sea fácil fijar su sentido preciso, ya ha sido aclarado sufi- 
cientemente en este captíulo. 


4. En la hermosa construcción ideal de la mecánica, que Hertz 
ha desarrollado el contenido físico se ha reducido aparentemente a 
un resto apenas perceptible. No hay duda que, si Descartes hoy 
viviera, reconocería su propio ideal más en la mecánica de Hertz 
que en “la geometría analítica de cuatro dimensiones” de Lagrange. 
Pues Descartes en su oposición hacia las cualidades ocultas de la 
escolástica, no quería reconocer en la materia otras propiedades, 
fuera de la extensión y del movimiento, y quería establecer toda la 
mecánica y la física sobre una geometria del movimiento sin otra 
hipótesis que la inicial de un movimiento indestructible. 


5. Es fácil darse cuenta psicológicamente de las circunstancias 
que condujeron a Hertz a su sistema. Después de haber llegado a 
representar las acciones a distancia eléctricas y magnéticas, como 
consecuencia de un movimiento en un medio, debía resurgir el de- 
seo de lograr lo mismo para las fuerzas de la gravedad y, hasta donde 
fuera posible, para todas las fuerzas, acercándose a la idea de la 
posibilidad de eliminar el concepto de fuerza en general. Está de- 
más decir que nuestra representación se coloca en un plano total- 
mente diferente, si abarcamos mediante una imagen unitaria y 
completa todos los procesos en un medio con las grandes masas en 
él contenidas, o si solamente nos es conocida una relación entre las 
aceleraciones de cada masa aislada. Se concederá esto de buena 
gana aun cuando no se crea que las acciones mutuas de las partes 
en contacto son más concebibles que las acciones a distancia. Toda 
la actual fase del desarrollo de la física empuja hacia ese aspecto. 
cod Cuando no se quiere meramente dar validez general a la hipó- 
le pe a Pele eta ocultos, sino tratar de investigar con 

, se llega, por lo menos en el estado actual de 
nuestros conocimientos físicos y hasta en los casos más simples, a 
ficciones tan singulares, frecuentemente inimaginables, que con todo 
las aceleraciones dadas son preferibles. Si por ejemplo una masa m 
se mueve con velocidad v uniformemente en una circunferencia de 


mu? 


radio r, movimiento que suele referirse a una fuerza central 

! T 
esca o en lugar de esto se puede imaginar la masa 
a e a o otra igual, a la distancia 2r, con velocidad 
Et Kicióa de ab rípeto de Huygens sería otro ejemplo de 
estos as Ena rza por un vínculo. Como programa ideal, la 
ertz es más hermosa y unitaria, pero para las apli- 
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caciones es más recomendable nuestra mecánica ordinaria, como el 
mismo Hertz (pág. 47) lo hace notar con la franqueza que lo Ca- 
racteriza. * 


10. Distintas concepciones sobre las ideas aquí expuestas 


1. Las ideas expuestas en los dos primeros capítulos de este 
libro las he concebido desde hace mucho tiempo. Al principio, casi 
sin excepción, fueron recibidas fríamente y sólo poco a poco fueron 
ganando amigos. Todas las características esenciales de mi mecá- 
nica las he expuesto por primera vez en mi pequeña comunicación 
(5 páginas en octavo): “Uber die Definition der Masse”. Son las 
proposiciones contenidas en la página 209 de este libro. La inclu- 
sión de esta comunicación en los “Annalen” fué rechazada por Pog- 
gendortí y por tanto recién apareció un año más tarde (1868) en 
el «“Repertorium” de Carl. En una conferencia pronunciada en 1871 
caractericé exactamente mis puntos de vista epistemológicos sobre 
la ciencia natural en general y en especial sobre la física. El con- 
cepto de “causa” fué ahí sustituido por el concepto de función, y la 
determinación de la dependencia mutua de los fenómenos y la des- 
cripción económica de los hechos son reconocidos como fin, mientras 
que los conceptos físicos sólo se consideran medios para ese fin. Ya 
no quise requerir la responsabilidad de ningún editor científico para 
el contenido de esa conferencia y fué impresa en 1872 como trabajo 
especial? Y cuando en 1874 Kirchhoff, en su mecánica, hizo cono- 
cer con su “descripción” algunas reflexiones, que sólo en parte coin- 
cidían con las mías y QUe sin embargo suscitaron el “asombro 8e- 
neral” de los especialistas, mé resigné a mi suerte. Con todo, la gran 
autoridad de Kirchhoff hizo sentir poco a poco su peso, y eso sin 
duda fué lo que tuvo Por consecuencia que al aparecer en 1883 mi 
“mecánica” ella no sorprendiera ni causara mayor extrañeza. Es 
para mí totalmente secundario € indiferente que este gran apoyo 
prestado por Kirchhoff diera lugar, Y aún hoy en parte da lugar, 
a considerar mis interpretaciones de los principios de la fisica como 
ampliaciones y elaboraciones de las de Kirchhoff, aunque €n verdad 
las mías no sólo eran más antiguas, en cuanto a la fecha de la pu- 
blicación, sino que eran también más radicales , 

En general, la concordancia con la mayor parte de mis consi- 
deraciones parece haber aumentado Y extenderse poco a poco. Por 


1 Ver también: J. Classen, Die Prinzipien der Mechanik bei Her 
und Boltzmann (Jahrb. d. Hamburgischen wissenschaftlichen Austalten, 
XV, pág. 1. Hambur 1898). ; Ñ E 

S rhaltung der Arbeit” (Prag, 1812; 28 edic, Leipzig, 1909). 

3 Ver el prefacio a la primera edición. 
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mi aversión hacia las explicaciones polémicas, preferiría apartarme, 
aguardar en silencio y ver hasta dónde resultan admisibles los pen- 
samientos aquí expresados. Mas no puedo abandonar al lector, frente 
a las contradicciones existentes, y debo indicarle el camino a fin de 
orientarse entre ellas con este libro, prescindiendo de la circuns- 
tancia que también la estima hacia un contradictor exige que se 
tomen en cuenta sus objeciones. Tales contradictores son numerosos 
y de la especie más diversa: historiadores, filósofos, metafísicos, 
lógicos, educadores, matemáticos y físicos. No puedo pretender, en 
medida apreciable, a ninguno de estos títulos. Sólo puedo aquí 
poner de manifiesto las objeciones más importantes y refutarlas con 
la convicción de quien tiene el más vivo y genuino interés en com- 
prender el desarrollo del pensamiento físico. Y también con la es- 
peranza de facilitar a otros la tarea de orientarse y formarse un 
juicio propio. 

P. Volkmann en sus escritos físico-epistemológicos,: se revela 
mi opositor no solamente a través de las múltiples objeciones parti- 
culares, sino más bien por su fidelidad hacia los antiguos y por su 
preferencia hacia ellos. En realidad es esto último lo que nos se- 
para, pues sus puntos de vista muestran un gran parentesco con los 
míos. Acepta la “adaptación de los pensamientos”, el principio de 
“economía” y de “ajuste”, aunque, por sus rasgos individuales, su 
descripción difiera de la mía y las expresiones usadas sean diferentes. 
Por otra parte encuentro que el importante principio de la “aisla- 
ción” y de la “superposición” está puesto en evidencia en forma 
adecuada y caracterizada acertadamente, de un modo que comparto 
gustoso, Igualmente admito complacido que los conceptos, al prin- 
cipio poco determinados, deben someterse a una “consolidación 
retrospectiva”, mediante una “circulación del conocimiento”, una 
“oscilación” de la atención. Respecto de este último punto de vista, 
reconozco que coincido con Volkamann en que los trabajos de New- 
ton son indudablemente los mejores compatibles con su tiempo. 
Pero no puedo aprobar que Volkmann, con W. Thomson y Tait, re- 
Pa aa los como modelos también frente a las 

: a » totalmente distintas desde el punto de vista 
epistemológico, Se me ocurre más bien que la realización del pro- 
o Pe rea de E a siempre a representaciones que 
e RN a mía sólo en puntos no esenciales. Sigo 
n las claras y concretas deducciones de GQ. 


1 “Erkenntmistheoretische Grundszúú ps j 
A > ge" der Naturwissenschaft” 
(Leipzig, 1886). “tber Newtons Philosophia naturalis” (Kónigsberg, 


1898). “Einfúhrung in das Studium der theoretischen Physik” (Leipzig, 


1900). Más adelante citaremos log últimos escritos. 


DESARROLLO DE LA MECANICA 225 


Heymans, * pero mi punto de vista antimetafísico, sea o no justifi- 
cado, me separa de él. Importantes diferencias de detalle me apar- 
tan de Hófler? y Poske. 3 Con Petzoldt * estoy en cambio comple- 
tamente de acuerdo en el punto de vista principal y lo que nos 
separa son cuestiones de poca importancia. Por consideración al 
lector, podemos dejar de tratar en especial las numerosas objeciones 
de otros que se apoyan o bien sobre los citados anteriormente o bien 
en razónes semejantes. Será suficiente aclarar la índole de las dí- 
ferencias, mediante la exposición de algunos de los puntos más 
importantes. : 


2. Parece que todavía mi definición de masa es muy difícil de 
satisfacer. Streintz (véase pág. 185) le reprocha que se funde úni- 
camente sobre la gravitación, aunque eso fué ya expresamente ex- 
cluído en la primera formulación (1868). No obstante vuelve a ser 
esgrimida la objeción y hasta recientemente por Volkmann (1. c. pá- 
gina 18). La definición sólo tiene en cuenta el hecho de que cuerpos 
que se encuentran en relación recíproca, ya sea mediante la llamada 
acción a distancia ya mediante vínculos rígidos o elásticos, determi- 
nan entre sí variaciones de velocidad (aceleraciones). No es nece- 
sario saber más, para poder definir con toda seguridad y sin el temor 
de construir sobre la arena. No es cierto lo que afirma Hófler (.<c 
pág. 77), de que esta definición supone tácitamente que una Y la 
misma fuerza actúa sobre ambas masas. La definición no supone, 
ni una sola vez el concepto de fuerza, que recién se construye des- 
pués del concepto de masa, resultando por sí mismo el principio de 
acción y reacción y evitándose todos los círculos viciosos de Newton. 
En esta forma ninguna gradación de conceptos priva sobre otra, ni 
ésta amenaza ceder ante la primera. Tal es, precisamente, según 
mi opinión el único fin legítimo de la circulación y oscilación de 
Volkmann. Cuando se ha definido la masa mediante las acelera- 
ciones, no es entonces difícil obtener otros conceptos aparentemente 
nuevos, como “la capacidad de la aceleración”, “la capacidad de la 
energía de movimiento” (Hófler, 1. c. pág. 70). Si con un concepto 
de masa se quiere tratar algo dinámicamente, sostengo firmemente 
que ese concepto ha de ser dinámico. Sobre la cantidad de materia 
en sí no puede edificarse la dinámica, a lo sumo se le puede anexar 
arbitrariamente (1.c. pág. 71, 72). La cantidad de materia en sl 


1 “Die Gesetze und Elemente des wissenschaftlichen Denkens”, Ir 
a lotes Bit gegenwártigen Philosophie der mathematischen Me- 
qien ac £. wissenschaftl. Philosophie” (Leípzig, 1884, 
Si BEA Gesetz der Findeutigkeit” (Vierteljahrsschr. £, wissenschattli- 
che Philosophie, XIX, pág. 146). 
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nunca es una masa, pero tampoco es una capacidad calorífica, un 
calor de combustión, un valor nutritivo, etc., La “masa” tampoco 
desempeña un papel térmico, sino sólo uno dinámico (véase Hófler, 
1. c. pág. 71, 72). En cambio, las distintas cantidades físicas son 
proporcionales entre sí. Y gracias a la definición dinámica 2, 3 
cuerpos de masa simple, forman un cuerpo de masas doble, triple 
de la misma manera con lo que ocurre con la capacidad térmica, 
gracias a la definición térmica. Nadie pondría en discusión la exi- 
gencia instintiva de una representación común, como se expresa 
Hófler (1.c. pág. 72), y que por lo demás sea también suficiente 
para la vida diaria y para los usos ordinarios. Pero un concepto 
científico “cantidad de materia”, recién podrá deducirse de la pro- 
porcionalidad de aquellas cantidades físicas particulares, en lugar 
de poder construirse el concepto de “masa” del de “cantidad de 
materia”. Según mi definición, resulta por sí misma la medida de 
la masa mediante el peso, mientras que según las concepciones or- 
dinarias la mensurabilidad de la cantidad de materia (pág. 184, 187) 
mediante una medida dinámica uniforme, o bien debe simplemente 
suponerse, o bien debe comprobarse mediante experimentos especia- 
les que pesos iguales se comportan efectivamente, en todas las cir- 
eunstancias, como masas iguales. Se me ocurre que, desde Newton, 
recién aquí ha sido profundizado el análisis del concepto de masa 
fundamentalmente y por primera vez. Pues los historiadores y los 
matemáticos y los físicos parecen haber tratado la cuestión como 
algo fácil, casi evidente. En cambio la cuestión es de fundamental 
importancia y merece la atención de mis adversarios. 


3. En contra de mi representación de la ley de inercia se han 
levantado numerosas objeciones. Creo haber puesto en evidencia 
(1868), en coincidencia con Poske (1884), que deducir esta ley de 
un principio general, como el de la causalidad, es inadmisible, modo 
de ver que también está logrando ahora aceptación (véase Heymans, 
lc, pág. 432). Pues es claro que de antemano no puede retenerse 
como cierto un principio, cuya validez general ha sido reconocida 
recién desde hace tan poco tiempo. Heymans (1.c., pág. 427) insiste 
con razón en que, precisamente, se asignaba a la afirmación con- 
traria una certeza axiomática, pocos siglos antes. Heymans (1.c., 
pág. 433) sólo ve algo supraempírico en el hecho de que la ley de 
inercia se refiere al: espacio absoluto, y que el principio de inercia, 
así como el antiguo principio opuesto, supone una constancia en el 
estado de los cuerpos abandonados a sí mismos. Sobre lo primero 
ya hablaremos; en cuanto a lo último el hecho es comprensible psi- 
cológicamente y sin ayuda de metafísica alguna, pues sólo perma- 
Asi es lo que exigimos intelectual y prácticamente, y precisa- 
sa son permanencias lo que investigamos. Pero, sin duda, esta 

eza axiomática, si se la considera sin prejuicios, se presenta bajo 
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un aspecto peculiar. En vano se haría creer, con Aristóteles, al 
hombre de la calle que al lanzar una piedra, ella permanecerá por 
sí misma en reposo, y que si prosigue su marcha es sólo debido al 
aire que la empuja desde atrás. Pero tampoco prestaría mayor cré- 
dito a Galilei, con su movimiento uniforme e infinito. En cambio, 
el modo de ver de Benedetti de una “vis impressa” que va disminu- 
yendo poco a poco, modo de ver que también pertenece a la época 
del pensamiento independiente ya liberado de los antiguos prejui- 
cios, será admitido sin discusión aun por el hombre común. Es que 
este modo de ver no es sino una imagen inmediata de la experien- 
cia, mientras que los dos anteriormente mencionados, que idealizan 
la experiencia en sentido opuesto, son productos del pensamiento 
científico profesional. En estos dos últimos modos de ver, la ilu- 
sión de su certeza axiomática sólo actúa sobre las personas instruidas, 
cuyo entero sistema rmiental habitual se desordenaría, ante la per- 
turbación de este elemento de su pensamiento, Con esto me parece 
psicológicamente aclarado, en forma satisfactoria, el comportamiento. 
de los investigadores frente al principio de inercia, y que puede 
dejarse de lado la cuestión acerca de la designación del principio 
como axioma, postulado o máxima. Heymans, Poske y Petzoldt están 
de acuerdo en ver en el principio de inercia un aspecto empírico y 
otro supraempírico. Según Heymans (1. c., pág. 438) sólo la expe- 
riencia habría dado motivo de aplicar un principio válido a priori. 
Poske encuentra que el origen empírico no excluye la validez aprio- 
rística (1. c., pág. 401, 402). También Petzoldt (1. €, pág. 188) de- 
duce la ley de inercia sólo en parte de la experiencia, pues en parte 
la reputa como dada por la ley de la determinación unívoca. No 
creo encontrarme en contradicción con Petzoldt si elijo la siguiente 
concepción: la experiencia debe ante todo enseñarnos qué depen- 
dencia existe entre los fenómenos, cuél es la circunstancia deter- 
minante, y que es sólo la experiencia quien puede enseñarnos €s0. 
Mas, cuando creemos estar suficientemente instruídos y disponer 
de datos suficientes, es inútil entonces acudir a nuevas experien- 
cias pues el fenómeno €s, para nosotros, determinado y €n verdad 
unívocamente (pues sólo así una determinación lo es) determinado. 
Por tanto, si he experimentado que los Cuerpos determinan entre si 
aceleraciones, en todos los casos en que tales cuerpos falten, tendre 
que esperar un movimiento rectilíneo uniforme, unívocamente de- 
terminado. Resulta así la ley de inercia dada en toda su generalidad, 
sin que deba particularizar con Petzoldt, que toda desviación de la 
uniformidad y de la trayectoria rectilínea presupone UnA acelera- 
ción. Creo estar en lo cierto cuando digo que el enunciado de la ley 
de inercia y el enunciado según el cual las fuerzas determinan ace- 
leraciones formulan el mismo hecho dos veces (pág. 120). si esto 
es así, cae de su propio peso la polémica acerca de saber si en la 


aplicación del principio de inercia se presenta o no un círculo vi- 
cioso (Poske, Hófler). De un lugar1 del tercer diálogo de Galilei 
que en mi trabajo “Uber die Erhaltung der Arbeit” he citado tex- 
tualmente de la edición paduana de 1744, T. KI, pág. 124, he llegado 
al proceso mediante el cual probablemente Galilei llegó a ver claro. 
respecto de la inercia, Imaginando un cuerpo que cae a lo largo de 
un plano inclinado, reconducido sobre diferentes planos ascendentes, 
debió sorprenderle el menor retardo sobre los planos menos incli- 
nados, supuestos perfectamente planos, y de ahí el retardo nulo, vale 
decir el movimiento uniforme sin fin, en el plano, horizontal. Wohl- 
will (pág. 120) fué el primero a oponerse a este modo de ver y 


1 Ahi dice: - : 

Comstat jam quod mobile ex quiete in A descendens per AB, gradus 
acquirit velocitatis juxta temporis ipsius incrementum; gradum vero in 
B esse maximun acquisitorum, et suapte natura inmutabiliter impressum, 
sublatis scilicet causis accelerationis novae, aut retardationis; acceleratio- 
nis imquam, si adbuc super extenso plano ulterius progrederetur re- 
tardationis vero, dum super planum acclive BC fit reflexio; in horizontali 


autem GH aequabilis motus juxta gradum velocitatis ex A in B acquisi- 
tae in infinitum extenderetur. : ' 


a 


Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo. Dialogo secondo. 

- Sagr. Ma quando Vartiglieria si piantasse non a perpendicolo, ma 
inclinata verso qualche parte, qual dovrebbe esser il moto della palla? 
Andrebbe ella forse, come nell'altro tiro, per la linea perpendicolare, 
e ritardando anche poi per Vistessa? 

Simpl. Questo non farebbe ella, ma uscita dal pezzo seguiterebbe il 
suo moto per la linea retta, che continua la dirittura della canna, se 
eo quanto el propio peso la farebbe declinar da tal dirittura verso 

Sagr. Talcha la dirittura della canna é la regolatrice del moto della 
palla: ne fuori di tal línea si mu el j >ropri 
mola deceo deta iaa pre o muoverebbe, se il peso proprio 
Discorsi e dimostrazioni matematiche. Dialogo terzo. 


Attendere insuper licet, quod velocitatis gradus, quince j 
peo reperiatur est in illo suapte natura indelebiliter presa caía 
ce is is accelerationis aut retardationis tollantur, quod in solo 

cial a, plano contingit; nam in planis declivibus adest jam causa 
accelerationis majoris, in acclivibus vero retardationis. Ex quo pariter 
epi motum in horizontali esse quoque aeternum:; si enim est aequa- 

a non debiliatur, aut remittitur et multo minus tollitur. 

Unque Galilei sólo llegara gradualmente al conocimiento de la ley 


de IMmercia. y que ella 
» se le presentara sólo como oca 
sional: to 5l 1 . no un descubrimiento 


tas aquí transcriptas de la edición pad 
SA UN TREO de esa ley al o niento sel Fell 
_fema a suposición que Galilei hacia el final de su 
carrera científic avi imi Sleno EnES 
da e tuviera de la ley un conocimiento pleno, apenas 
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otros le siguieron, Wohlwill insiste que Galilei consideraba todavía 
el movimiento circular uniforme y el movimiento horizontal como 
casos particulares, y que, vinculado a las antiguas representaciones, 
sólo muy gradualmente se libró de ellas. Es indudable que al histo- 
riador han de interesar las distintas fases del desarrollo de sus hé- 
roes, pero una de esas fases por su importancia puede aparecer en 
primer plano frente a las demás. Se debe ser un pésimo psicólogo, 
y hasta desconocerse a sí mismo, para no saber cuán difícil es li- 
brarse de las opiniones recibidas y cómo, generalmente aún des- 
pués de superadas flotan en la conciencia los restos de las antiguas 
opiniones y cómo éstas, en casos particulares, ocasionan recaídas. No 
tra cosa ha de haber ocurrido a Galilei. Pero para el físico y para 
el epistemólogo, el mayor interés ha de recaer precisamente sobre 
el instante en el que se vislumbra una nueva concepción y es este 
instante el que debe rastrear. Lo he buscado, creo haberlo encon- 
trado y opino que en las citas que he traido se encuentra ese Tastro. 
Poske (1. c., pág. 393) y Hoófler (1. e., pág. 111, 112) creen que no 
pueden coincidir con mi concepción porque Galilei no admite expre= 
samente el paso al límite de los planos inclinados al plano horizontal, 
aunque Poske reconozca que Galilet ha usado frecuentemente el paso 
al límite y aunque Hófler (1.c., pág. 113) ha probado la eficacia 
didáctica de esta explicación hasta en los alumnos. Sería realmente 
sorprendente que Galilei, a quien puede precisamente considerárse- 
le como el inventor del principio de continuidad, no hubiera aplicado, 
en su larga vida intelectual, ese principio a un caso para él tan 
importante. Debe aún observarse que la cita no pertenece al diálogo 
italiano ampliamente desarrollado, sino que representa un breve 
resultado en un resumen dogmático en latín, Puede entonces haberse 
introducido de la misma manera el “grado de velocidad impresa in- 
destructible”. 

La enseñanza de la física que he padecido, en su conjunto, fué 
probablemente tan mala y dogmática como aquella con la que tu- 
vieron que conformarse los más viejos de mis colegas y opositores. 
La inercia se daba como UN dogma adaptado a un sistema. En ver- 
dad, podría decir que Se llegaba a la ley, prescindiendo de los im- 
pedimentos al movimiento; que se podía descubrir, como se expresa 
Apelt, por abstracción; aunque no por ello dejaba de mantenerse 
aislada, sólo visible a un genio sobrehumano. ¿Dónde residía la ga- 
rantía que, al desaparecer todos los impedimentos, también desapa- 
recía la disminución de la velocidad? Poske (1.c., pág- 395), utili- 
zando una expresión que he empleado reiteradamente, opina que 
Galilei ha “intuído” la ley de inmediato. ¿Cuál es esta intuición? -Si 
se mira aquí y allá y, de pronto, se ve algo buscado o hasta inespe- 
rado, nuestra atención es atraída. Y bien, ¡yo he indicado cómo sé 


A 


produjo esa intuición y en qué consistió! Galilei comparaba distintos 


movimientos uniformemente retardados y, de pronto, vislumbra un 
movimiento uniforme sin fin, tan especial que de intervenir solo 
seguramente lo hubiera considerado de una especie totalmente di- 
ferente. Pero una diminuta variación en la inclinación lo convierte 
en un movimiento retardado finito, de la especie. de aquellos que se 
ven frecuentemente. Ya no existe entonces dificultad alguna en re- 
conocer la semejanza de todos los impedimentos al movimiento con 
el retardamiento debido a la gravedad, y de ahí obtener una imagen 
ideal de un movimiento no influenciado, uniforme, infinito. Cuando, 
en mi juventud, leí este párrafo de Galilei, advertí la necesidad de 
tales elementos ideales en nuestra mecánica bajo una luz muy dis- 
tinta a la que ofrecía la enseñanza dogmática. Y pienso que todos los 
que captarán ese párrafo, percibirán esa luz. Y no dudo que Galilei 
fué el primero en percibirla. ¡Si la vieran mis opositores, nuestro 
acuerdo ya no tendría impedimentos! 


4. Me quedan aún algunos puntos por discutir. En oposición a 
C. Neumann,! cuya publicación sobre este tema ha precedido en algo 
a la mía, ? he afirmado que la velocidad y la dirección que entran 
en consideración en la ley de inercia, no tienen ningún sentido com- 
prensible si la ley se refiere a un “espacio absoluto”. En efecto, sólo 
podemos determinar la dirección y la velocidad mediante medidas en 
tn espacio, cuyos puntos estén caracterizados, inmediata o mediata- 
mente, por cuerpos dados. El escrito de Neumann y el mío tuvieron 
entonces como consecuencia volver a llamar la atención sobre un 
punto que había deparado a Newton y a Euler grandes dificultades 
intelectuales y sobre los cuales no se presenta, en verdad, más que 
soluciones a medias, Hasta ahora soy el único que me he mantenido 
en referir de una manera natural la ley de inercia a la tierra y, 
para los movimientos de grandes extensiones espaciales y tempo- 
rales, a la esfera de las estrellas fijas. La profunda diferencia entre 
los puntos de vista, reduce en gran medida la esperanza en un acuer- 
do con el gran número de mis contradictores, No obstante, en la 
medida en que pueda haberlas entendido, trataré de responder a sus 
objeciones. 
ra es cea que se niega el movimiento 
observación más fina” presentable”. Pero habría necios 2 ad 
s fina” que dan la representación del movimiento 
absoluto, No deben confundirse el imaginar y el reconocer el mo- 
vimiento absoluto, sólo lo último falta... Pero es precisamente el re- 


conocer lo que concierne al científico. Nada de lo que no puede 


reconocerse, nada de lo que no puede caracterizarse sensiblemente, 


1 “my s o. ta 
1870). Die Prinzipien der Galilei - Newtonschen Theorie” (Leipzig, 


2 “Erhaltung der Arbeit” (Prag, 1872). 
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tiene significado alguno en la ciencía. Por lo demás, no se me Ocurre 
encontrar límites a la representación humana. En verdad, tengo una 
vaga sospecha que quien se representa un “movimiento absoluto”, 
piensa ordinariamente en el recuerdo de la vivencia de un movi- 
miento relativo; pero es por esto mismo que la representación no 
aporta nada. Yo lo afirmo más rotundamente que Hófler. Existen, 
por lo demás, ilusiones sensoriales de un movimiento absoluto, que 
pueden, por tanto, siempre reproducirse en la representación. Quien 
ha repetido mis experimentos sobre las sensaciones de movimiento, 
há comprobado todo el poder que ejercen semejantes ilusiones sobre 
los sentidos. Imagina que, con todo lo que le rodea y que Se. man- 
tiene en reposo relativo frente al propio cuerpo, se desplaza o gira 
en un espacio que no puede ser caracterizado por nada sensible. Pero 
al espacio de la ilusión no puede aplicarse ninguna unidad de me- 
dida, no puede demostrarse a otro, no puede ser utilizado para la 
descripción métrico-abstracta de los hechos de la mecánica; tampoco 
nada tiene que hacer con el espacio de la geometría en general.1 Y 
finalmente, frente al argumento de Hoófler (1.c., pág. 133): “en todo 
movimiento relativo uno, por lo menos, de los cuerpos que se mue- 
ven uno respecto del otro, tiene también un movimiento absoluto”, 
sólo puedo decir, que para aquellos para los cuales el movimiento 
absoluto no tiene en general sentido físico, semejante argumento no 
posee fuerza alguna. Pero aquí no he de ocuparme de cuestiones 
filosóficas. Discutir cuestiones de detalle como las mencionadas por 
Hófler (1.c., pág. 124-126) no tendría ningún objeto frente al acuer- 
do en las cuestiones fundamentales. 

Heymans (1. C., pág. 412-448) encuentra que pudo haber nacido 
una mecánica inductivo-empírica, pero que de hecho había nacido 
otra mecánica, fundada precisamente sobre el concepto nO empírico 
del movimiento absoluto. Considera una dificultad casi insalvable 
para una teoría empírica, el hecho de que €n todo tiempo(?) el 
principio de inercia se ha considerado válido con el “movimiento 
absoluto”, no demostrable para nadie, en lugar de serlo con Un 
movimiento referido a Un sistema de coordenadas, demostrable para 
todos. Heymans considera este hecho como un problema que sólo 
puede resolverse metafísicamente. No puedo compartir con Hey- 
mans tal punto de vista. Heymans admite que en la experiencia sólo 
se dan movimientos relativos. Con esta concesión y con aquella de 


ve 


1 Se me podría achacar de hacer más frívola esta seria discusión, 


amable, discutió una Vez; ante mis argumentos doctrinarios, y, con la 
mayor sériedad: “Si una vara de medir vista en sueños, tenía la CORTO 
longitud que la vara de medir real” ¿Se querria efectivamente intro u- 


e A a 
cír, como medida normal en la mecánica, la vara vista en sueños:. 
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la posibilidad de una mecánica empírica, yo me declaro totalmente" 
satisfecho. Todo lo demás creo poderlo explicar simplemente y sin 
ayutla de la metafísica. Los primeros teoremas dinámicos fueron 
establecidos sin duda sobre fundamentos empíricos. La tierra fué el 
cuerpo de referencia. El traslado a otros sistemas de coordenadas 
se produjo completamente en forma gradual. Huygens vió, en el 
choque, que el movimiento de los cuerpos podía referirse con la 
misma facilidad al bote en el cual se encontraban, que a la tierra. El 
desarrollo de la astronomía precedió bastante el de la mecánica. 
Ahora bien, cuando se observaron movimientos que, referidos a la 
tierra, no estaban en concordancia con las leyes mecánicas ya co-' 
nocidas, no fué necesario reestructurar estas leyes. El cielo de las 
estrellas fijas estaba ya listo como nuevo sistema de referencia, para 
restablecer esa concordancia con el mínimo de variaciones respecto 
de las representaciones habituales. Piénsese únicamente en las sin= 
gularidades y dificultades que se hubieran presentado, en el caso 
imaginable de que en la época del gran desarrollo de la mecánica y 
de la física de observación, hubiera sido aún válido el sistema de 

Ptolomeo. o 
¡Pero Newton ha referido toda la mecánica al espacio absoluto! 
¡Poderosa personalidad, en verdad! "En este caso no es necesaria nin- 
guna creencia en su gran autoridad para someterse a ella. No obs= 
tante debemos, también sobre él, ejercer nuestra crítica. La cosa 
se presenta muy semejante si se consideran las leyes del movimiento 
referidas al espacio absoluto, o si se las expresa abstractamente, es 
decir sin designación expresa del sistema de referencia. Esto últimó 
es natural y hasta práctico, pues en el tratamiento de un caso par- 
ticular, todo mecánico procura en primer lugar un sistema de refe-- 
rencia utilizable. Pero como lo primero, cuando tiene importancia, 
se le supone casi siempre en el último sentido, la idea de Newton 
respecto del espacio absoluto ha causado muy poco daño y precisa- 
mente a eso se debe que se haya mantenido tanto tiempo. Es com- 
prensible, psicológica e históricamente, que en una época de escasa 
crítica epistemológica, ciertas leyes empíricas hayan alcanzado 
ocasionalmente una extensión carente de sentido. Pero lo que noes 
en verdad recomendable es que, en lugar de corregir los errores y 
e isa nuestros predecesores científicos, sean ellos 
metafísicos a a ea 
Baste citar at eclr con esto que tal cosa no haya ocurrido. 
que Newton, en el tantas veces mencionado 


corolario V, corolario que sólo tiene un valor científico, no se refiere 
al espacio absoluto. 


La razón más seductora inótesi el 
para la hipótes y 
absoluto la ha dado C. Neuma pótesis de un movimiento 


es nn, hace ya unos cuarenta años (Ll. e. 
Pag. 27). Si se imagina un cuerpo celeste que gira y, por tanto , SO-= 
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metido a fuerzas centrífugas y aplanándose, eliminados todos los 
demás cuerpos celestes, tal estado de cosas no varía. El cuerpo con- 
tinúa girando y se mantiene aplanado. Pero si el movimiento fuese 
meramente relativo, no podría diferenciarse el caso de la rotación 
del caso de reposo. Todas las partes del astro estarían en reposo, 
unas respecto de las otras, y el aplastamiento debería desaparecer 
simultáneamente al desaparecer el resto del mundo. Contra esto 
tengo una doble objeción. Ante todo no me parece ganarse mucho si, 
para evitar una contradicción, se formula una hipótesis sin sentido. 
Por otra parte me parece que el célebre matemático hace aquí un 
uso demasiado libre del método, ciertamente fecundo, de la expe- 
riencia mental. Se puede en el experimento mental modificar cir- 
cunstancias accesorias para que se destaque aspectos nuevos de un 
determinado caso. Pero no se puede admitir de antemano que todo 
el universo no tiene influencia. De hecho, recién desaparecen las 
cautivadoras paradojas de Neumann con la eliminación del espacio 
absoluto, sin ir más allá del Corolario V. 

Volkmann (1.c., pág. 53) quiere admitir una orientación “ab- 
soluta” a través del éter universal. Ya me he expresado al respecto 
(en las viejas ediciones), pero tengo el derecho de preguntar cómo 
se distiguen las partículas del éter unas de otras. Mientras no se 
encuentre esta distinción preferimos atenernos al cielo de las estre- 
llas fijas y si éste se rechaza, debemos confesar que lo primero que 
ha de buscarse es aquel medio de distinción. 


5. En resumen, sólo puedo decir que no sabría en qué ha de 
modificarse mi exposición. Los distintos puntos particulares están 
en una conexión necesaria. Después del conocimiento del compor- 
tamiento de los cuerpos de determinar aceleraciones, conocimiento 
que ha sido formulado dos veces por Galilei y Newton, una vez en 
forma más general y otra vez en forma más especial como ley 
de inercia, sólo se puede dar una definición racional de la masa y, 
en verdad, sólo una definición dinámica. No me parece que en esto 
resida una cuestión de gustos. 1 El concepto de fuerza y el principio 
de acción y reacción son consecuencias inmediatas de ella. Y la re- 
presión del movimiento absoluto tiene el mismo significado que la 
eliminación de los conceptos físicos carentes de sentido. 

No sólo tendría una concepción de la ciencia muy objetiva y 
limitada, sino hasta temeraria si creyera que precisamente Mis re- 
presentaciones han de penetrar en el repertorio mental de los con” 
temporáneos sin resistencia. Ya la historia de la ciencia enseña que 


. 1: Mi definición de masa se ensambla en forma orgánica también en 


ani la suya pro- 
la mecánica de Hertz, hasta mucho más naturalmente que o; 
pia; pues la primera contiene ya el germen de la “ley fundamental”. 
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tíficas del mundo de los individuos, son 


siempre corregidas y superadas por los demás. Y en la imagen del 
mundo que la humanidad se va forjando, sólo se reconocen durante 
mucho tiempo los Tasgos más vigorosos de las imágenes mismas de 
los hombres más ilustres. El individuo sólo puede lograr que los 
rasgos de su imagen se delineen claramente. 


las subjetivas imágenes cien 


CAPÍTULO HI 


LA APLICACION ULTERIOR DE LOS PRINCIPIOS Y EL 
DESARROLLO DEDUCTIVO DE LA MECANICA 


1. El alcance de los principios newtonianos 


1. Los principios newtonianos bastan para considerar, sin intro- 
ducir nuevos principios, todos los problemas mecánicos que se pre- 
sentan en la práctica, sean ellos estáticos o dinámicos. Cuando se 
presentan dificultades, éstas son siempre de naturaleza matemática 
(formal) exclusivamente y de ninguna 
manera se refieren a los principios. Sean ma 
dadas en el espacio masas en un número 
cualquiera My, Ma, Mg)» «> (Fig. 144), con 
determinadas velocidades iniciales U,, Uz» 
Vz,. - - Imaginemos trazadas las rectas que 
unen a cada par de esas masas, Según la 
dirección de esas rectas aparecen acelera- 
ciones y contraaceleraciones, cuya depen- 
dencia de la distancia ha de determinar la 
física. En un pequeño elemento de tiempo "mi 
« la masa Mg, POr ejemplo, recorre según Fig. 144, 
la dirección de la velocidad inicial el seg- 
mento st, y según las direcciones de las rectas que la unen con 
las masas M;, Mo, Mg» + + 105 caminos 


de 2 2 

con las aceleraciones 5, pa, pal, - - Si imaginamos que todos estos 
movimientos se realizan independientemente, se obtiene la nueva 
posición de la masa M; después del tiempo t. La composición de las 
velocidades: Y; y pr, qa t par... permite obtener la nueva 
velocidad inicial al final del tiempo rt. Si se deja transcurrir ahora 
un segundo elemento de tiempo T, Se prosigue la investigación del 
movimiento de igual manera, sin más que tener en cuenta las nuevas 
relaciones espaciales de las masas. Procediento de igual manera Con 
todas las demás masas, se ve que si se trata de dar la formulación 


precisa de la solución exacta del problema y no sólo el comporta- 


A 
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miento del fenómeno de instante a instante, no es cuestión de modi- 
ficaciones de principios, sino simplemente de dificultades matemá- 
ticas. Si todas las aceleraciones de la masa Mg O de otras masas se 
compensan, entonces Mz o aquellas masas están en equilibrio y se 
mueven simplemente con un movimiento uniforme cuya velocidad 
es la inicial Si ésta correspondiente velocidad inicial es — 0, en- 
tonces esa masa está en equilibrio y en reposo. : 
Cuando varias de las masas My, Ma,. .. poseen un volumen tal 
que ya no puede hablarse de una recta que une dos cualesquiera de 
ellas, en principio las dificultades no son mayores. Se descomponen 
las masas en partes suficientemente pequeñas y se trazan las rectas 
que unen a cada par de esas rectas. Se deben además tener en 
cuenta las relaciones recíprocas entre las partes de una misma masa 
finita, que consisten, por ejemplo, que en una masa rígida sus partes 
se resisten a toda variación de sus distancias mutuas. Con la varia- 
ción de la distancia entre dos partes, se observa una aceleración 
proporcional a la variación de la distancia. Como consecuencia de 
esta aceleración, la distancia que disminuye tiende a aumentar, la 
que aumenta tiende a disminuir. El desplazamiento relativo de las 
partes despierta las conocidas fuerzas de elasticidad. Cuando, en el 
choque, las masas se encuentran, recién entran en juego sus fuerzas 
de elasticidad con el contacto y con la incipiente variación de formá. 


2. Si nos imaginamos una columna vertical pesada descansando 
sobre el suelo, entonces cada partícula m del interior de la columna, 
aislada con el pensamiento, se encuentra en equilibrio y en reposo. 
Sobre ella la tierra imprime una aceleración de caída dirigida verti- 
calmente gy, cuya dirección sigue la partícula, Con ello se acerca a 
las partes subyacentes, con lo cual las fuerzas de elasticidad provo- 
cadas determinan sobre m una aceleración vertical hacia arriba, 
que, cuando la aproximación es suficiente, se hace igual a y. Por lo 
mismo, debido a g la parte situada arriba de m se acerca a Mm. Nacen 
así de nuevo una aceleración y una contraaceleración que llevan las 
partes superiores al reposo, pero que acercan cada vez más a m a 
las partes inferiores, hasta que la aceleración que experimenta m 
hacia las partes superiores sea igual a la aceleración de m hacia las 
partes inferiores, aumentada de g. Si se repite igual consideración 
para todas las partes de la columna, así como para aquellas que se 
apoyan en el suelo se reconoce fácilmente que las partes inferiores 
se acercan más entre sí y son comprimidas más fuertemente que las 
partes superiores. Cada parte se encuentra entre una parte supe- 
rior menos comprimida y una inferior más comprimida; su acelera= 
ción de caída y es destruida por un exceso de aceleración hacia arri- 
ba,' producida por sus partes subyacentes. Se comprende el equi- 
as y el reposo de la parte de la columna, imaginando que todos 

os movimientos acelerados deterntinados por las variaciones recí-= 
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procas de la tierra con las partes de la columna se realizan efecti- 
vamente en forma simultánea. La aparente aridez matemática de 
esta representación desaparece y, en cambio, da lugar de inmediato 
a una forma muy viva, si se piensa que efectivamente ningún cuerpo 
Se encuentra en reposo perfecto, sino que en él siempre se encuen- 
tran presentes pequeñas perturbaciones y trepidaciones, creadas por 
pequeños excesos de peso debidos, ya a la aceleración de la gravedad, 
ya a las aceleraciones elásticas. De ahí que el caso del reposo no es 
sino un Caso especial de movimiento, muy raro, que nunca se pre- 
senta en forma perfecta. Las trepidaciones que acabamos de citar 
no nos son de ningún modo desconocidas. Pero cuando nos ocupa- 
mos de los casos de equilibrio, mentalmente nos forjamos una ima- 
gen esquemática del hecho mecánico, e intencionalmente prescindi- 
mos de esas perturbaciones, desplazamientos, deformaciones y tre- 
pidaciones que no nos interesan mayormente. En cambio, la llamada 
Teoría de la elasticidad se ocupa con aquellos casos en los cuales 
esos desplazamientos y trepidaciones ofrezcan un interés práctico o 
científico. El resultado de las contribuciones newtonianas consiste 
en que una y la misma idea se presenta en todas partes y que con 
auxilio de la misma se pueden representar y resolver todos los easos 
de equilibrio y de movimiento. Todos los ejemplos mecánicos Sé 
presentan como semejantes y conteniendo los mismos elementos. 


3. Consideremos otro ejemplo. Dos masas M, M Se encuentran 
entre sí a la distancia 4. Por desplazamientos 
Xa relativos de las mismas se pueden provocar 
TB e6E— fuerzas de elasticidad proporcionales a las va- 
riaciones de las distancias. Supongamos que 
las masas se muevan según la dirección del 
eje X, paralelo a 4 y Sean Xi, Ty SUS coorde- 
nadas (Fig. 145). Si ahora en el punto x, actúa una fuerza Í se 
tienen las ecuaciones 


Fig. 145. 


En =0[ (020 a] (1) 
de 
d?x; 

m se A a (2). 
dt? 


donde p representa la fuerza que ejercen entre sí las masas cuando 
su distancia recíproca varía del valor unitario. Todas las propie- 
dades cuantitativas del proceso mecánico están determinadas por 
estas ecuaciones. Las encontraremos en forma clara mediante la 
integración de las ecuaciones. Por lo común se efectúa tal integra- 
ción diferenciando sucesivamente las ecuaciones anteriores hasta 
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obtener un número suficiente de ecuaciones para que, por elimina- 
ción, se obtenga sólo x, o sólo wo, después de lo cual se integra. Nos- 
otros procederemos de otra manera. Restando la segunda ecuación 


de la primera obtenemos 


d? (x, — 11) » 
| (2) a +1, 
: dt Ad 
d?u 
y haciendo Ca — Y, = 4, m =—2p (u —a) + f; 
. dt2 . 


mientras que sumando las dos primeras ecuaciones 


d? (1, + 22) 
mM ————— = Í, 
dt? 
Lo 
y haciendo XT, m—=f 
dt? 


Las integrales de 3 y 4 son respectivamente 


“2p 
u=am]/ 2. t-Bcos |! —— as 


2p 
pe 
y v=—.—+Ct 4D, 
m 2 
de donde 
YT: — — sen ——.t—— cos — t+ alo 
m 2 m 2m 2 
dto a $ D 
DA 
A ap B 2 j 2 
Ta = —sen |/ -——t+-—cos]/ —. tq — + 
ye m 2m 2 


(3) 


(4) 
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Para coneretar, consideremos el caso especial, en el cual el efecto 
de la fuerza comience para t== 0 y que en tal instante sean 


dx, 

x1 =0; =0, 
dt 
dxz 

La = 4; —-=0, 
dt 


es decir que en las posiciones iniciales dadas las velocidades iniciales 
sean = 0. Con esto se determinan las constantes A, B, C,D, de tal 


modo que 
Í 2p p e j 
Ly = —— cos |/ — tb 4 (5) 
4p m : 2¿m 2  4p 
Í 2p p e 
E eos |/ —-.t 4 — 7H 0H A (6) 
4p m 2m 2 4p 
dá Í 2p f 
217 — 1 =— —cos |/ —.t +4 += (7) 
2p m 


De las 5 y 6 vemos que ambas masas, además de un movimiento uni- 
formemente acelerado de aceleración la mitad de aquella que le 
imprimiría la fuerza f a una sola de esas masas, posee un movi- 
miento vibratorio simétrico respecto de su centro de gravedad. La 


m 
duración de tal movimiento vibratorio es T=21x1 yz y es tanto 
p 


ada para el mismo despla- 
dos partes de un mismo 


Es 


2p 


del movimiento vibratorio es igualmente tanto menor, cuanto mayor 
es la magnitud p de la fuerza de desplazamiento provocada. La ecua- 
ción 7 pone en evidencia la variación periódica de la distancia entre 
ambas masas, mientras el movimiento continúa. El movimiento de 
un cuerpo elástico podría en este caso desigharse como vermicular. 
Pero en los cuerpos duros el número de oscilaciones es tan grande 
y su amplitud tan pequeña, que se hacen imperceptibles y puede 
prescindirse de ellas. El movimiento vibratorio también desaparece, 
o bien gradualmente debido a la influencia de alguna resistencia, O 


menor cuanto mayor es la fuerza provoc 
zamiento de las masas (si imaginamos 


cuerpo, cuando más duro es éste). La amplitud de la oscilación 
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bien cuando ambas masas, en el instante en que la fuerza f comienza 


a actuar, están a la distancia a + ENR y tienen igual velocidad. La 
Pp 


distancia a + ——, a la que se encuentran las masas después de 
2p : 


a la distancia de equi- 


haber cesado la oscilación es mayor en a 
: Pp ' 

librio a. El efecto de f es, precisamente, introducir una tensión que 

reduce a la mitad la' aceleración de la masa que le precede, mientras 

que aumenta de la misma cantidad aquella de la masa que le sigue. 
: BO ES f 

Pues de acuerdo a nuestra hipótesis —- = o y=-——. Vemos 

m 2m 2p 


cómo los principios. de Newton permiten determinar, hasta en sus 
menores detalles, un proceso semejante. La investigación se compli- 
ca, desde el punto de vista matemático (pero no desde el punto de 
vista de los principios), si se imagina un cuerpo descompuesto en 
un gran número de partes pequeñas conectadas mediante vínculos 
elásticos, También en este caso pueden ignorarse las oscilaciones si 
la dureza es suficiente, Llamaremos cuerpos sólidos aquellos para los 
cuales el desplazamiento mútuo de sus partes ' puede de 'antemano 
darse por inexistente, 


4. Consideremos ahora un caso que representa el esquema de 
una palanca. Imaginemos las masas M, m,, mo, dispuestas según un 
triángulo, y unidas entre sí mediante vínculos elásticos. Toda varia- 
ción de los lados y, en consecuencia, también toda variación de los 
ángulos, engendra aceleraciones que 
tienden a restituir al triángulo, su 
forma y magnitud primitivas. Con 
ayuda de los principios de Newton, 
de un esquema semejante podemos 
deducir la ley de la palanca y, al 

Fig. He. mismo tiempo, lograr la sensación 

; que la forma de e ió -. 

e más complicada, sigue siendo admisible si q o 
a As EOS a una palanca real, Supondre- 
ad pia A 8 grande de por sí o vinculada a grandes ma- 
; lerra), de tal manera que la unan a ellas pode- 


TI z . 
a o elásticas. Entonces M representa. un centro de rotación 
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Supongamos ahora que una fuerza exterior imprima a m, (Fig 
146) una aceleración f perpendicular a la recta de unión Mm,=c+d 
De inmediato, las líneas m, m3 —b y m, M— a, sufren tracciones 
apareciendo según sus direcciones respectivas, las aceleraciones s y s, 


a ; e e 
aún indeterminadas, y cuyas componentes s ——y a 


se dirigen 
a 
según la aceleración f, y donde e es la altura del triángulo m, m, M. 
La masa ma recibe la aceleración s”, que se descompone en las dos 
d e 
componentes s* —— según M, y s —— paralela a f. La primera 
b b 
provoca un pequeño acercamiento de ma hacia M. Las aceleracio- 
nes que las reacciones de M, y M¿ provocan en M, pueden despre- 
ciarse debido a la gran masa de M. Del movimiento de M, ya pres- 
cindimos, 
e e 
Entonces la masa m, recibe la aceleración f — s —— — 6 —— 
b a 


e 


y la masa ms, la aceleración paralela s . Entre s y u existe 


una relación simple. Supongamos los vínculos muy rígidos de tal 
manera que la deformación del triángulo sea imperceptible. Enton- 
ces las componentes de s y o perpendiculares a f se destruyen. Pues 
si, por un instante, admitiéramos que no fuera así, la componente 
mayor provocaría una deformación ulterior que de inmediato traería 
como consecuencia su eliminación. De ahí entonces que las resul- 
tantes de s y o son directamente opuestas a $, de donde resulta fácil- 


Cc 


. Además entre s y s' existe la relación cono- 


=S 


a b 


mente ú 


. En definitiva, ma y m, reciben 


cida M, Ss — Ma $”, O Sea $ = s 
my 

e e ma c4+d 

yi—" 


o, 


respectivamente las aceleraciones s 
bm e 


si se designa con q el valor variable s las aceleraciones p y 


4 
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Al comienzo de la deformación, disminuye la aceleración de m, 
con el incremento de q, mientras la de Mz aumenta. Si ahora se toma: 
muy pequeña la altura del triángulo, siguen siendo aplicables nues-' 
tras consideraciones, pero en este caso 4==c=T,ya + b=c 4d 
= Yz. Vemos también que la deformación proseguirá, aumentando 
p y disminuyendo la aceleración de m,, hasta que las aceleraciones 
de m, y ma estén entre sí como , a T2. Esto corresponde a una rota- 
ción de todo el triángulo (sin deformación ulterior) alrededor de M, 
cuya masa está en reposo a causa de su aceleración que desaparece. ; 
En cuanto interviene la rotación, se elimina toda causa de variación 
ulterior de q, de donde 
T2 ma Ta 71 Mi f 
Í UA 7 o Q= Y - - 
za mi? : my 1? 4 mar? 


p= 


y obtenemos como aceleración angular «p de la palanca 


Q my T1f 


Ta mr? 4 mar? 

No es nuestra intención, extremando el estudio, determinar las 
deformaciones y oscilaciones recíprocas de las partes. Por lo demás 
para vínculos suficientemente rígidos puede prescindirse de ellas. 
Observamos que mediante la aplicación de los principios de Newton, 
llegamos al mismo resultado logrado también a través de las consi-. 
deraciones de Huygens. Eso no nos debe sorprender, pues actual-. 
mente reputamos ambas concepciones completamente equivalentes. 
y sólo provenientes de distintos aspectos de una misma cosa. Según 
el método de Huygens, llegaríamos más rápidamente a la meta, aun-: 
que con un menor conocimiento de los detalles del proceso.: Utili- 
zaríamos el trabajo realizado en un desplazamiento de m, para la 
determinación de las fuerzas vivas de m, y de ma, presuponiendo que: 


Yy= 


VU; Ti 


a Ye Va Cn Ta 
Este ejemplo es muy adecuado para aclarar el significado de seme- 
Jjante ecuación de condición. Sólo diremos que ya para una pequeña 


las velocidades respectivas 01, UV, están en la relación 


dia de NE 
desviación de e respecto de ——, aparecen grandes fuerzas, que 
2 Ta 


efectivamente impiden toda ulterior desviación. Claro que los cuer- 
pos obedecen a las fuerzas, no a las ecuaciones. 


ca Si en el ejemplo recién tratado hacemos Ma = mz =m y 
a=0 (Fig. 147), se obtiene un caso muy intuitivo. El estado diná-' 
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mico ya no varía si p =2 (f—2 q), es decir, si las aceleraciones de: 
. 3 . 
las masas en la base y en el vértice son respectivamente Eo y ne 
Ss Eo 
Al comienzo de la deformación q crece, mientras simultáneamente" 
la aceleración de la masa en el vértice disminuye de una cantidad' 
doble, hasta que ambas se encuentren en la razón 2: 1. 
Consideremos ahora el caso de equilibrio de una palanca es-' 
quemática formada por tres masas m,, Ma, y M, de las cuales la úl-* 
: Ni tima es muy grande o está vincula. 
gon da elásticamente con masas muy 
b a hb grandes. Imaginemos que sobre my' 
Ad M y m, actúen dos fuerzas iguales y” 
- TA : opuestas s, -s según la dirección 
m, Ma (Fig. 148), vale decir que. 
las masas 1, y M, toman aceleraciones inversamente proporciona- 
les a las mismas. Por otra parte la tracción del segmento Mm, My: 
provóca nuevamente a las masas M, y Mp, aceleraciones inversa-. 
mente proporcionales que destruyen a las primeras y restablecen 
el equilibrio. De la misma manera imaginamos en m, M las fuerzas 
iguales y opuestás t, -t y u, -u en maM. Si M está vinculada 
elásticamente con grandes masas, no hace falta disponer de -u, -t, 
pues estas fuerzas surgen por sí mismas al aparecer la deformación. 


Fig. 147. 


Fig. 148 4 


y restablecen el equilibrio. De modo que el equilibrio también existe 
para las dos fuerzas iguales y opuestas s, -s y las fuerzas com- 
pletamente arbitrarias t, u. En realidad s, -s se anulan y t, u pasan 
por la masa fija M, donde se destruyen por el efecto de la deforma- 
ción. - 

"La condición de equilibrio se reduce fácilmente a la forma ordi-, 
naria, si se piensa que los momentos de t y de u, como fuerzas que 
pasan por M, son nulos respecto de M y que los momentos de 
s y -s son iguales y opuestos. Si componemos con t y.s la fuer- 
za p y con u y -s la fuerza q, es, según el teorema geométrico 
del paralelogramo de Varignon, el momento de p igual a la suma de 
los momentos de s, t, y el momento de q igual a la suma de los.mo-”' 
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mentos de u, -s. Los momentos de p y de q son, por tanto, iguales 
y opuestos. Dos fuerzas cualesquiera p y q están en equilibrio si 
según m, ms, dan componentes iguales y opuestas, con lo que tam- 
bién se obtiene la igualdad de momentos respecto de M. Que en- 
tonces la resultante de p y q también pasa por M, es evidente puesto 
que s, -s se anulan y t, u pasan por M, : 

Este último ejemplo muestra cómo el punto de vista de Newton 
encierra el punto de vista de Varignon. Tenemos pues el derecho 
de designar la estática de Varignon como una estática dinámica que, 
partiendo de las nociones fundamentales de la dinámica moderna, se 
limita voluntariamente a la investigación del caso de equilibrio. 
Agreguemos únicamente que debido a su forma abstracta, en la 
estática de Varignon el significado de muchas operaciones, como por 
ejemplo el translado de una fuerza según su propia dirección no apa- 
rece tan claramente como en el ejemplo anterior. 

Con las consideraciones anteriores nos convencemos de que 
todo caso mecánico puede resolverse con los principios de Newton, 
siempre que nos tomemos el trabajo de penetrar adecuadamente en 
los detalles. Elucidaremos todo lo concerniente a los casos de equi- 
librio a de movimiento, si se consideran efectivamente las acelera- 
ciones que determinan entre sí las masas. Tal es el hecho fundamen- 
tal que reconocemos en una gran cantidad de fenómenos, o que 
podemos reconocer si lo deseamos. Con esto se posibilita por una 
parte una unidad, una homogeneidad y una economía en los pro- 
cesos físicos, y por la otra una fecundidad de los mismos, imposibles 
de lograr antes de Newton. 

La mecánica, empero, no sólo tiene un fin en sí, sino que tam- 
bién debe resolver problemas exigidos por la práctica o en auxilio de 
otras ciencias, Tales problemas pueden ser resueltos con ventaja por 
métodos distintos a los de Newton, pero cuya equivalencia con éstos 
ya hemos mostrado. Sería, en efecto, una simple pedantería sin va- 
lor práctico alguno si se deseara, en todos los casos, referirse siempre 
a las simples concepciones de Newton, desconociendo las ventajas 
de todas las demás. Es suficiente convencerse, de una vez por todas, 
que eso puede hacerse en cualquier momento. Por otra parte, las 
representaciones newtonianas son las más claras y las más satisfac- 
torias, Poinsot ha demostrado poseer un elevado sentido de la cla- 
ridad y de la sencillez científicas, al conceder a esas representaciones 
el valor de únicos fundamentos de la ciencia, : 


2. Las fórmulas y las medidas en la mecánica 


; 1. Todas las fórmulas más importantes de la mecánica actual 
Ueron encontradas y utilizadas en la época de Galilei-Newton. Los. 
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nombres especiales con que se las designa, y que resultaron adecua- 
dos dada la frecuencia con que se presentan, fueron fijados en parte 
mucho más tarde. Y más tarde aún, se admitieron en la mecánica 
medidas unitarias. Y en verdad, este último perfeccionamiento aún 
no debe considerarse completo. 


2. Si designamos con s el camino, con t el tiempo, con v la ve- 
locidad instantánea y con y la aceleración de un movimiento unifor- 
memente acelerado; de las investigaciones de Galilei y Huygens 
conocemos las ecuaciones 


v=qt 
Q 

) s=—t 
(1 2 
y? 
ps =— 
2 


que, multiplicando por la masa m dan 


mv=mqt 
E mo 
ms = — 4 
2 
mu? 
mops= 
2 
en las que indicando con la letra p la fuerza motriz m p 
mu — pt 
pe? 
ms = — 
(2) 2 
mo? 
ps = — 
( 2 


ecuaciones 1 contiene la magnitud q y además 


Cada una de las 
or tanto representarlas por 


dos de las magnitudes s, t, v; podemos P 
el esquema 
vit 
0 ¿st 
sv 


Las ecuaciones 2 contienen las magnitudes M, P, $, t,v y preci- 
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samente en cada una de ellas las m,p y dos de las tres magnitudes 
s,t, v, según el esquema 


vt 
m,p (st 
8,0 


Las ecuaciones 2 pueden utilizarse para responder a las más 
variadas cuestiones sobre movimientos provocados por una fuerza 
constante. Si se quiere conocer por ejemplo la velocidad v que ad- 
quiere una masa m en el tiempo t, bajo el efecto de una fuerza p, 

pt 
entonces la primera ecuación da y = —, Si, inversamente, se 
m 


busca el tiempo durante el cual una masa m afectada por la velo- 
cidad Y puede moverse en sentido contrario al de una fuerza P, se 
mo 
obtiene de la misma ecuación t — ——. Si, en cambio, se pregunta 
Pp 
acerca del camino recorrido, en el que se mueve m con velocidad v, 
en sentido contrario al de la fuerza p, se obtiene de la tercera ecua- 
mu? 
ción s=— Pa De paso, estas dos últimas cuestiones explican la 
Pp 
ociosidad de la polémica Descartes-Leibniz respecto de la medida de 
la fuerza de un cuerpo móvil. El ocuparse con estas fórmulas con- 
tribuye en gran medida a la seguridad en el manejo de los conceptos 
mecánicos. Si por ejemplo se plantea la cuestión de cuál es la fuerza 
P que comunica a una cierta masa Mm la velocidad v, se ve en seguida 
que no existe ninguna ecuación que vincule m, p, v solamente y que, 
por tanto, deben agregarse s o t; pero entonces la cuestión es inde- 
terminada, De inmediato se aprende a reconocer y a evitar tales 
indeterminaciones. El camino que una masa m bajo la acción de 
una fuerza Pp recorre en el tiempo t, partiendo de una velocidad ini- 


, pt2 
cial nula se encuentra por la segunda ecuación s — ——-. 


cuerpo móvil y la llama, a veces “ 
veces “energía”, Consideraba ese 
producto de la masa (o del. peso, 
parte, tampoco en Descartes y en L, 
claro de masa) por la velocidad q 


momento”, a veces “impulso”, a 
momento como proporcional al 
pues ni en Galilei, ni, por otra 
eibniz, se encuentra un concepto 
el cuerpo, Descartes acepta este 
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punto de vista, toma como fuerza de un cuerpo en movimiento a 
mv que llama cantidad de movimiento, y afirma que la suma de las 
cantidades de movimiento en todo el universo es constante, de tal 
modo que si un cuerpo pierde su cantidad de movimiento ella es 
adquirida por otro cuerpo. También Newton utiliza para la expre= 
sión mv el nombre de cantidad de movimiento, que se ha mantenido 
hasta nuestros días, Para la segunda expresión pt de las primeras 
ecuaciones, Belanger (recién en 1847) propuso el nombre de impulso 
de la fuerza. Las expresiones de las segundas ecuaciones no tienen 
designación especial. La expresión mv? de las terceras ecuaciones 
fué llamada fuerza viva por Leibniz (1695) y en contra de Descar- 
tes, la consideró como la verdadera medida de la fuerza de un cuerpo 
en movimiento, mientras que la presión de un cuerpo en reposo la 
designó fuerza muerta. Coriolis encontró más adecuado dar a la 


expresión — mv? el nombre de fuerza viva. Belanger, para evitar 
2 
toda confusión, propuso designar fuerza viva a mv? y potencia viva 


1 E 
a —mwv?. También Coriolis aplicó el nombre de trabajo para pv. 


Poncelet ha extendido este uso y ha adoptado como unidad de tra- 
bajo el kilográmetro, que es la acción ejercida por el peso de un ki- 
logramo a lo largo de un camino de un metro, 

4. En lo que se refiere a los detalles históricos relativos a los 
conceptos de “cantidad de movimiento” y de “fuerza viva”, exami- 
naremos los pensamientos que guiaron a Descartes y Leibniz en sus 
“epiniones al respecto. Descartes en sus “Principios de filosofia” (apa- 
recidos en 1644), se expresa de la siguiente manera (II, 36) : 

“Después de haber reconocido la naturaleza del movimiento, 
debe considerarse su causa, que es doble. En primer lugar, la causa 
general y primitiva, que es común a todos los movimientos del uni- 
verso, y luego la causa especial según la cual cada parte de materia 
adquiere el movimiento que antes no tenía. La causa general no 
puede ser evidentemente otra que Dios, quien desde el principio ha 
creado la materia, con el movimiento y el reposo, y que mediante 
su concurso ordinario, conserva en total tanto movimiento y Teposo, 
cuanto ha sido creado desde el principio. Pues, no obstante ser el 
movimiento sólo un estado de la materia que se mueve, existe de o 
una cantidad fija y determinada, que se mantiene la misma en todo 
el universo, aunque varíe en cada una de sus partes, de tal pts 
que si una parte se mueve con doble rapidez respecto de otra, y Cp 
ésta es de magnitud doble respecto de la primera, debemos a 
que hay tanto movimiento en la menor como en la mayor y que, 


248 : ERNST MACH 


la misma proporción en que el movimiento de una parte se hace 
más lento, el movimiento de la otra parte debe hacerse más rápido. 
En esto reconocemos también la perfección divina, no sólo por man- 
tenerse inmutable en sí mismo, sino porque actúa de la manera más 
rigurosa y constante posible, de tal manera que, si se exceptúan 
aquellas variaciones.que nos muestran claramente la experiencia o 
las revelaciones divinas que según nuestra percepción o nuestra 
creencia han ocurrido sin cambio alguno. en el Creador, nosotros no 
debemos admitir otras en su obra, pues de lo contrario le atribui- 
ríamos una inconstancia. 'De ahí que, razonablemente, debemos ad- 
mitir que Dios, así como'en la creación de la materia ha comunicado 
a sus partes diferentes movimientos y así como conserva toda la 
materia en la misma forma y con el mismo contenido que él la ha 
creado, así también mantiene siempre la misma cantidad de mo- 
vimiento”, Me 

Si bien Descartes ha realizado notables contribuciones cientifi- 
cas particulares, como sus estudios sobre el arco iris y la divulgación 
de la ley de la refracción, su importancia reside principalmente en 
sus grandes leyes generales revolucionarias en filosofía, matemática 
y en la ciencia natural. El principio de dudar de todo aquello que 
hasta entonces se reputaba verdadero, nunca será apreciado sufi- 
cientemente, Sin duda, tal principio fué más aplicado por -sus su- 
cesores que por sí mismo y fué .entonces cuando mostró sú fecun- 


raciones particulares sobre las figuras y referir todo a la conside- 
ración de las distancias. No admitió en la física ninguna cualidad 


eibniz. Ya hemos insistido en 
, las ideas de Descartes han 


ender a los hombres), con 
s reflejos. (Véase Duhem, 
Louvain 1896). 
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No se puede negar a Descartes el mérito de haber sido el pri- 
mero en buscar en la mecánica un punto de vista más general y 
fecundo. Tal es la tarea peculiar del filósofo, que le permite actuar 
siempre de una manera fecunda y estimulante en la ciencia natural. 
Mas Descartes adoleció también de todos los errores comunes a los 
filósofos. "Tenía una confianza sin límites en sus propias ideas. No se 
preocupaba de someterlas a la experiencia. Por el contrario, se con- 
formaba con. un mínimo de experiencia para un máximo de deduc- 
ciones. A lo que debe agregarse la oscuridad de sus conceptos. No 
hay en Descartes un concepto claro de masa. Se procede con cierta 
libertad, cuando se dice que Descartes ha definido mv como can- 
tidad de movimiento, no obstante haber adoptado esta concepción 
los sucesores científicos de Descartes cuando advirtieron la nece- 
sidad de conceptos bien determinados. Pero el mayor error de Des- 
«artes, que vicia todas sus investigaciones científicas, consiste en que 
él presenta como evidentes y claros por sí mismos, los principios sobre 
los cuales sólo la experiencia puede decidir. Así, por ejemplo, en 
los parágrafos siguientes (37, 39). establece, como evidente, que en 
un cuerpo se mantienen su velocidad y dirección. Las experiencias 
introducidas en el ¿ 38 habrían debido servir más como fundamento, 
que como confirmación del principio de inercia evidente a priori. 
(Véase pág. 122). 

La concepción de Descartes fué combatida por Leibniz (1686) 
en un pequeño escrito aparecido en “Acta eruditorum” con el título: 
“Breve demostración de un notable error de Descartes y otros, res- 
pecto de la ley natural según la cual, como ellos creen, el Creador 
trata de conservar siempre la misma cantidad de movimiento en la 
naturaleza, pero mediante la cual toda la ciencia de la mecánica se 
invalida.” : e 

Leibniz observa que en las máquinas que están en equilibrio, 
las cargas son inversamente proporcionales a las velocidades de los 
desplazamientos, hecho que pudo hacer nacer la idea de considerar 
al producto del cuerpo (“corpus”, “moles”) por la velocidad como 
medida de la fuerza. Descartes considera este producto como una 
cantidad invariable. Pero Leibniz opina que tal medida de la fuerza, 
sólo incidentalmente se presenta en las máquinas. La verdadera 
medida de la fuerza es más bien otra, y debe determinarse siguiendo 
el camino que había recorrido Galilei y Huygens. Todo cuerpo 
puede elevarse, en virtud de la velocidad de caída adquirida, a la 
misma altura de donde ha caído. Ahora bien, si se admite que se 
exija la misma “fuerza” para elevar un cuerpo m a la altura 4h, 
que un cuerpo 4 m a la altura h, entonces, como en el primer caso la 
velocidad de caída adquirida es sólo el doble de la del último, debe 
tomarse como medida de la fuerza el producto del “cuerpo” por el 
cuadrado de la velocidad. 
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En una memoria posterior (1695), Leibniz vuelve sobre el mis- 
mo tema y distingue la simple presión (fuerza muerta), de la fuerza 
del cuerpo en movimiento (fuerza viva), obteniendo esta última 
como suma de los impulsos de la presión. Estos impulsos engendran 
en verdad un “impetus” (mv) que de ninguna manera es una ver- 
dadera medida de la fuerza, que más bien, como la causa debe co- 
rresponder al efecto (según la consideración anterior) ha de ser 
determinada por mv? Leibniz observa además que sólo con la su- 
posición de su medida de la fuerza, se excluye la posibilidad de un 
perpetuum mobile. 

Como Descartes, tampoco Leibniz posee un adecuado concepto 
de masa: habla de cuerpo (corpus), de carga (moles), de cuerpos 
desiguales de igual peso específico, etc. Sólo en la segunda memoria 
se presenta, una vez, la expresión “massa”, que probablemente ha 
tomado de Newton. Sin embargo, si se desea tener una concepción 
clara de las expresiones de Leibniz, es necesario pensar en la masa, 
como por lo demás hicieron sus sucesores. Por otra parte Leibniz 
procede con más método científico que Descartes. Con todo, con- 
funde dos cosas: la cuestión relativa a la medida de la fuerza y la 
cuestión relativa a la constancia de las sumas Y mv y =mv?, En 
verdad, ambas no tienen nada que ver entre sí. En lo concerniente a 
la primera cuestión, ya vimos que la medida de la fuerza, o quizá 
mejor la medida de la capacidad de acción de un cuerpo en movi- 
miento, tanto la cartesiana como la leibniziana, tienen cada una su 
justificación con distinto sentido. Pero ambas medidas, como Leibniz 
lo ha observado bien, no deben confundirse con la medida ordiná- 
ria de la fuerza (newtoniana). 

Respecto de la segunda cuestión, las posteriores investigaciones 
de Newton demostraron que la suma cartesiana Y mv es, en verdad, 
constante para un sistema de masas libres que no sufren ninguna 
acción exterior, mientras que las investigaciones de Huygens mos- 
traron que también la suma Y mv? se mantiene constante cuando el 
trabajo realizado por las fuerzas no la altera. De ahí que la polé- 
mica iniciada por Leibniz descansa ya sobre múltiples malentendidos 
que se mantuvieron durante 57 años, hasta la aparición del “Traité 
. a de D'Alembert. (1743). Sobre las ideas teológicas 

s y de Leibniz volveremos más adelante. 
5. Las tres ecuaciones citadas, 


» Y que aquí indicaremos brey 
Nuestro trabajo los desarrollos ma e 


DESARROLLO DE LA MECANICA 231 


Para fuerzas variables la primera ecuación se convierte en 
mv = $ pdt 4- C, donde p es la fuerza variable, dt el elemento de 
duración del efecto, f pdt la suma de todos los productos pdt du- 
rante toda la duración del efecto, y C una magnitud constante que 
representa el valor de mv al comienzo de la acción de la fuerza. 

De la misma manera la segunda ecuación da 


p 

+. s =$ dt f —-dt 4 Ct 4D, 
m 

con dos llamadas constantes de integración. 


mv? 
La tercera ecuación se sustituye por 


= $ pds +-C. 


El movimiento curvilíneo puede siempre pensarse como com- 
binación simultánea de tres movimientos rectilíneos, que se toman 
por comodidad sobre tres ejes perpendiculares entre sí. En este caso, 
que es el más general, las ecuaciones anteriores conservan su signi- 
ficado para cada componente del movimiento. 


6. La adición, sustracción e igualación sólo tienen sentido apli- 
cadas a magnitudes de la misma especie. No se pueden sumar o 
igualar masas y tiempos, o masas y velocidades, sino sólo masas y 
masas, etc. Si entonces se presenta una ecuación en mecánica, surge 
la cuestión de saber si efectivamente ambos miembros son de la 
misma especie, es decir si pueden ser medidos por la misma unidad 
o, para expresarlo corrientemente, si la ecuación es homogénea. 
Estamos pues frente a una investigación sobre las unidades de las 
magnitudes mecánicas. 

La elección de las unidades, que evidentemente deben ser de 
la misma especie que las magnitudes que han de medir, es en mu- 
chos casos arbitraria. De ahí que se utilice una masa arbitraria como 
unidad de masa, una longitud arbitraria como unidad de longitud, 
un tiempo arbitrario como unidad de tiempo. Las unidades de masa 
y de longitud pueden conservarse, la de tiempo puede en cualquier 
momento reproducirse, ya.por experiencias pendulares O por obser- 
vaciones astronómicas. En cambio, una unidad de velocidad, de 
aceleración, etc., no puede conservarse y en todo caso su reproduc- 
ción es difícil. De ahí que se haga depender estas magnitudes de las 
unidades fundamentales arbitrarias de masa, longitud y tiempo, de 
manera tal que puedan fácilmente deducirse de éstas. Tales unida- 
des se llaman derivadas o absolutas. Este último nombre pertenece 
a Gauss, quien fué el primero en deducir las unidades ias 
de las mecánicas, permitiendo con eso una comparación universe 
de las mediciones magnéticas. Ese nombre tiene entonces una razón 


histórica. 
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Como unidad de velocidad se podría elejir, por ejemplo, aquella 
velocidad según la cual en la unidad de tiempo se recorren q uni- 
dades de longitud. Pero entonces la relación entre el tiempo t, el 
camino s y la velocidad v ya no podría escribirse en la forma sen= 
cilla s— vt, sino que debería sustituirse por s—Q.vt. Pero si se 
define la unidad de velocidad como aquella velocidad, según la 
cual la unidad de longitud es recorrida en la unidad de tiempo la 
forma s= vt se mantiene. De ahí que se elijan las unidades deri- 
vadas de tal manera que entre ellas se mantengan sus relaciones 
más simples. Así, siempre se elejirá, por ejemplo, como unidad de 
superficie y de volumen el cuadrado o el cubo que tenga la unidad 
de longitud por lado. 

Para mantener el principio anterior debemos entonces admitir 
que con la unidad de velocidad, en la unidad de tiempo, se recorre 
la unidad de longitud, que con la unidad de aceleración, en la uni- 
dad de tiempo, se incremente la unidad de velocidad; que, mediante 
la unidad de fuerza, se imprima a la unidad de masa, la unidad de 
aceleración, etc. 

Las unidades derivadas, dependen de las unidades fundamen- 
tales arbitrarias; son funciones de ellas. Llamaremos dimensión de 
la misma a la función correspondiente a una unidad derivada. La 
teoría de las dimensiones ha sido fundada por Fourier en su teoría 
del calor (1822). Si se designa una longitud con l, un tiempo con t, 


Una masa con m, es, por ejemplo, la dimensión de la velocidad — o 


t 
Fl, La tabla siguiente se comprende sin dificultad: 

Dimensión 
Velocidad ............. DE A 1-1 
Aceleración —.......... o 1t.2 
a A Dosroccor o... c.. mit-2 
Cantidad de MOVimiento MY Lo mit-1 
Impulso o DES a mlt-1 
a PS a mi2t-2 

mu? 
Fuerza viva... a dE ml2t-2 
2 

Momento de inercia .. A ml2 
Momento estático ...... DI aa ARE ete mlt-2 


Esta tabla indica en seguida que todas 1 
visto son efectivamente homogéneas, 
miembros de la misma especie. Toda 
hica debe ser indagada de una maner 


as ecuaciones que hemos 

es decir que sólo contienen 
nueva expresión de la mecá- 
a análoga, 
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7. El conocimiento de la dimensión de una magnitud no es 
sólo importante por las razones hasta aquí apuntadas, sino también 
desde otro punto de vista. Si se conoce el valor de una magnitud 
para ciertas unidades fundamentales y se quiere pasar a otro sistema 
de unidades fundamentales, con ayuda de las dimensiones es fácil 
obtener el nuevo valor de la magnitud. La dimensión de una ace- 
leración que tenga por ejemplo el valor numérico q es lt2, Si se 
transforma la unidad de longitud en una 1 veces mayor, y la unidad 
de tiempo en una í veces mayor, habrá que sustituir en 1t2, en lugar 
de l un número 1 veces menor, y en lugar de t uno r veces menor. 
Con respecto a las nuevas unidades, el valor numérico de la acele- 

2 
ración será entonces 


q. Si se adopta el metro como unidad 


de longitud y el segundo como unidad de tiempo, la aceleración de 
la gravedad por ejemplo importa 9,81 Ó, como se prefiere escribir 
para indicar:al mismo tiempo la dimensión y las unidades fun- 
metro . 
damentales, 9,81 —————- Si ahora se adopta el kilómetro como 
segundo? 
unidad de longitud (A = 1.000) y el minuto como unidad de tiem- 
po (t=60) entonces el valor de la misma aceleración de la gra- 


60 x 60 Kilómetro 
vedad es 9,81 Xx ———— 6 35,316 ————. 
: . 1.000 minuto? 


8. Como unidad de longitud, ya está muy generalizado el uso 
del metro (longitud de una regla de platino conservada en París 


a 0%C y aproximadamente a del cuadrante de meridiano terres- 
tre), y como unidad de tiempo el segundo (de tiempo solar medio, 
a veces también de tiempo sideral). Atendiendo a las consideracio- 
nes anteriores, se elije como unidad de velocidad aquella velocidad 
según la cual en un segundo se recorre 1 m y como unidad de acele- 
ración aquella para la cual corresponde en 1 segundo un aumento 
de velocidad de'1. Ñ . 
Existen divergencias respecto de la elección de la unidad de 
masa y de la unidad de fuerza. Si se adopta como unidad de masa 
la masa de un trozo de la regla de platino de París de un kilogramo 
de peso (aproximadamente la masa de un decimetro cúbico de pa 
a 4%C) entonces la fuerza que atrae ese. trozo hacia la es no E 
1 sino que, debido a p = mg, tiene el valor de Y, que en a 
9,808 y en otros lugares de la tierra un valor algo a e 
caso la unidad de fuerza es aquella fuerza que en 1 segundo comi 
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nica a la masa de un trozo de un kilogramo un aumento de veloci- 
dad de 1 m por segundo. La unidad de trabajo es el efecto de esa: 
unidad de fuerza sobre un camino de 1 m., etc. Este consecuente 
sistema de medidas métricas, en el cual entonces la masa de un 
trozo de un kilogramo es — 1, se designa ordinariamente como ab- 
soluto. 

El sistema de medida llamado terrestre consiste en que la fuerza. 
con la que es atraído en París, por la tierra, el trozo de kilogramo 
parisiense se hace — 1. Pero si sé quiere mantener la relación sim- 
ple p — mg, entonces la masa de ese kilogramo ya no es = 1 sino 
1 
—. Recién se obtendrá la masa 1 reuniendo g de tales trozos de un 
g 
kilogramo, ó 9,808 de esos trozos de un kilogramo. Y el mismo trozo 
de un kilogramo en otro lugar A de la tierra, de aceleración de la 
gravedad 9”, ya no es atraído por la tierra con la fuerza 1 sino con 

2 , 
la fuerza —. Por tanto corresponden a trozos de un kilogramo pa- 
g g Ñ 

risiense, para obtener en ese lugar la fuerza de 1 kg. Si se toman 

entonces g” trozos que en el lugar A pesan 1 kg. tendremos nueva- 

mente y veces la masa del trozo de kilogramo parisiense, es decir 

la masa 1. De manera que si tuviéramos en A un cuerpo del cual 

sabemos que en París es atraído con la fuerza de 1 kg. debemos na- 

turalmente tomar, no g” sino Y de esos cuerpos para obtener la 
unidad de masa. 


Un cuerpo que en París (en el vacío) pesa p kilogramos, tiene 


una masa —. 
g 


Un cuerpo que en A ejerce una presión de p kilogramos contiene 


una masa > La diferencia entre g y g” puede en muchos casos pasar 


inadvertida, pero debe tenerse en cuenta si se quiere proceder con 
rigor. Me : 


turalmente por la elección de la uni 


) pesa.p kilogramos, $e 
y al nivel del mar (con aceleración: 
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9,806), tendremos según la medida absoluta, una masa p sobre la 
que actúan 9,806 p unidades de fuerza, mientras que en la medida 


p 9,806 
terrestre la masa , sobre la que actúa p 
9,808 9,808 


fuerza. Si en la caída recorre 1 m, entonces el trabajo realizado y la 
9,806 


unidades de 


fuerza viva adquirida son 9,806 p en medida absoluta y 

9,808 
en medida terrestre. La unidad de fuerza del sistema terrestre es, 
en cifras redondas, diez veces mayor que aquella del sistema abso- 
luto, y para la unidad de masa vale la misma proporción. Un trabajo 
o fuerza viva dados tienen en el sistema terrestre una medida apro- 
ximadamente 10 veces menor que en el absoluto. 

Observemos además que en lugar del kilogramo como unidad de 
masa y el metro como unidad de longitud, en Inglaterra se elijen 
frecuentemente el gramo y el centímetro, en Alemania el miligramo 
y el milímetro. De acuerdo a lo dicho, los cálculos no ofrecen nin- 
guna dificultad. La circunstancia que en la mecánica y en otras 
partes de la física íntimamente vinculadas con la mecánica, se 
opere únicamente con tres magnitudes fundamentales: espacio, tiem- 
po y masa, trae consigo una simplificación y facilidad de la cues- 
tión, no despreciable. 


3. Las leyes de la conservación de la cantidad de movimiento, de la 
conservación del centro de gravedad y de la conservación de las áreas 


1. Aunque los principios de Newton son suficientes para el tra- 
tamiento de todos los problemas de la mecánica, es no obstante có- 
modo establecer reglas especiales para los casos que Se presentan 
con frecuencia, y que nos permitan tratar esos problemas segun un 
método uniforme sin que tengamos que profundizar en los detalles 
de los mismos. Muchas de tales reglas han sido establecidas por 
Newton mismo y por sus Sucesores. Consideremos ante todo la teoria 
de Newton. sobre los sistemas de masas que se mueven libremente. 

2. Si a dos masas libres m, m” se aplican, según la dirección de 
la recta que las une, fuerzas provenientes de otras masas, después 
del tiempo t se originan las velocidades 9, U” y, 'como consecuencia 


de las ecuaciones 
eN Ñ ÓN 3.) 
pt =mv y p't= m'v, se tiene (p+p) t= mv mov. 


cantidad de movimiento del sis- 


La suma mv + mv la llamaremos ! 
des con signos 


tema y en ella se consideran las fuerzas y las velocida 
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rs 


contrarios, cuando estén dirigidas en sentido contrario. Si ahora a 
las masas m, 1, además de las fuerzas exteriores p, p”, se le aplican 
también las fuerzas interiores, es decir aquellas provenientes de la 
acción recíproca entre las masas; fuerzas que son iguales y de signo 
contraria q, -q, la suma de los impulsos es entonces 


(D+DP+gq—9)t=(p+4 0D”) t, 


vale decir la misma de antes y, por tanto, también la cantidad de 
movimiento del sistema queda la misma. De ahí que la cantidad de 
movimiento del sistema quede determinada simplemente por las 
fuerzas exteriores, es decir por las fuerzas con que las masas exis- 


tentes fuera del sistema actúan sobre las partes del sistema. 
Imaginemos ahora varias masas libres m, mm, m”,... arbitraria- 
mente distribuidas en el espacio, y apliquémosle fuerzas exteriores 
dirigidas arbitrariamente P,p”,p”,... que, en el tiempo t, ocasiona- 
rán a las masas velocidades v,v,v”,... respectivamente. Descom- 
Pongamos todas las fuerzas y las velocidades según tres direcciones 
T, Y,Z perpendiculares entre sí. La suma de los impúlsos según la 
dirección x es igual a la cantidad de movimiento originada según esa 
dirección, etc. Si, además, entre cada par de masas m, mM, m”,... 
imaginamos fuerzas interiores iguales y de signo contrario q, -9, 
Fs =T, 8, -s, etc., producirán según cada dirección pares de comiponen- 
tes, también iguales y de signo contrario, que por tanto no tendrán 
influencia alguna sobre la suma de los impulsos. La cantidad de 


zas exteriores. Esta ley se llama ley de la conservación de la can- 
tidad de movimiento. 


3. Otra forma del mismo teorema, también encontrada, por 
N ewton, es la llamada ley de la conservación del centro de gravedad. 
Imaginemos en A y B (Fig. 14 


una acción mutua, por ejemplo una repulsión eléctrica; su centro de 


2m m Las aceleraciones que se comunican 
; p de . 
DAS B C entre sí son opuestas e inversamen- 
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de gravedad de todo el sistema tampoco se desplazará, en virtud de 
las acciones recíprocas de las masas. 

Imaginemos un sistema de masas m,m”,m”,... libres en el 
espacio, a las cuales se le aplican fuerzas exteriores cualesquiera. 
Refirámoslas a un sistema de coordenadas rectangulares y llamemos 


X, Y, 2,1, y, 2,etc. a sus coordenadas. Las coordenadas del centro 
de gravedad son entonces 


mx Y my S mz 
= ——; n= ; 


23m -3m' — 3 m ? 


en cuyas expresiones x, y, z pueden variar de una manera uniforme, 
uniformemente acelerada o de acuerdo a otra ley cualquiera, según 
que a las masas respectivas no se aplique ninguna fuerza exterior o 
una fuerza constante o una fuerza exterior variable. El centro de 
gravedad estará animado en tales casos por movimientos diversos, y 
en el primer caso puede también permanecer en reposo. Si ahora 
se agregan fuerzas interiores, que actúan entre cada par de masas, 
por ejemplo m” y m”, ellas darán lugar a desplazamientos opuestos 
w”, w” en el sentido de la recta que las une, de manera que teniendo 
en cuenta los signos será m” w* + m” w”— 0. También respecto de 
las componentes 1, y Y, de esos desplazamientos valdrá la ecuación 
mx +m”x,=0. Por tanto, las fuerzas interiores introducen en 
las expresiones E, n, L, términos tales que se destruyen mutuamente. 
y, por tanto, el movimiento del centro de gravedad de un sistema 
está determinado únicamente por las fuerzas exteriores. 

Si queremos conocer la aceleración del centro de gravedad del 
sistema, tendremos nuevamente que considerar las aceleraciones de 
las partes del sistema. Si entonces p. 9, q”,... indican las acelera- 
ciones de las masas m, m', m”,... según una dirección cualquiera y 
0 la aceleración del centro de gravedad según la misma dirección, 


Emo 
será Dd == —_—_—— 
m 
Emq 
y si la masa total Sm=M; MS" . 


Obtenemos entonces la aceleración del centro de gravedad de un 
sistema, según una cierta dirección, dividiendo la suma de las com- 
ponentes de las fuerzas según esa dirección por la masa total De 
manera que el centro de gravedad de un sistema se mueve como 
si todas las masas y las fuerzas del sistema estuvieran reunidas en 
él. Y así como una masa sin fuerza exterior no adquiere ninguna 
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aceleración así tampoco si no hay fuerza exterior el centro de gra- 
vedad del sistema no adquiere aceleración alguna. : 


4. Algunos ejemplos aclararán el teorema de la conservación 
del centro de gravedad. Imaginemos un animal libre en el espacio. 
Si el animal mueve una parte m de su masa según una cierta direc- 
ción, el resto M se moverá en dirección contraria, pues el centro de 
gravedad total debe permanecer en su sitio y lugar. Si el animal 
retira la masa m, también se invierte el movimiento de M. Sin una 
fuerza o un apoyo exterior, el animal por sí mismo no puede moverse 
de su sitio, ni modificar el movimiento que le impriman desde fuera, 

Un vehículo liviano A cargado con piedras puede moverse (so- 
bre rieles). Un hombre, que se encuentra en el mismo, va lanzando 
las piedras una tras otra en la misma dirección. Para un frotamiento 
suficientemente pequeño, todo el vehículo se pone en movimiento 
en dirección contraria. El centro de gravedad del conjunto (vehículo. 
+ piedras) se-mantiene en su sitio y lugar, hasta que el movimiento 
no esté impedido por obstáculos exteriores, Si el mismo hombre 
recibiera piedras del exterior, también el vehículo se pondría en 
movimiento aunque no con la misma intensidad que en el caso ante-, 
rior, como se aclarará con el siguiente ejemplo. 

Un proyectil de masa m es disparado, por un cañón de masa 
M, con velocidad v. Entonces adquiere M una velocidad V de tal 
manera que teniendo en cuenta los signos MV + mw — O. Esto ex- 
Plica el fenómeno del retroceso del cañón al disparar. Como 

m 


V a v, el retroceso, para igual velocidad del proyectil, será 


tanto menor cuanto mayor sea la masa del cañón frente a la de la 
bala. Si en todos los casos indicamos con A el trabajo proporcionado 
por la pólvora, determinan las fuerzas vivas 


MV? mo? 
a 


que, considerando la ecuación anterior de la suma de la cantidad de 
movimiento == O, se puede obtener fácilmente 


y 24m 

V= Z 

M (M +m) 

la masa de los gases de la pólvora, 
anula la masa de la bala. Si el pro- 
arado, sino introducido, entonces el 


do contrario. Pero este retroceso no 
ceptible, pues antes de que el cañón 


= A 
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recorriera un camino sensible, ya la masa m habría legado al fondo 
del mismo. En tanto que M y m están rígidamente vinculadas entre 
sí, se encuentran en reposo relativo mutuo, y también se deben con- 
siderar en reposo absoluto pues el centro de gravedad permanece 
en reposo. Por la misma razón, no se puede advertir ningún movi- 
miento apreciable al introducir las piedras en el ejemplo anterior, 
porque en virtud de los vínculos rígidos entre el vehículo y las 
piedras las cantidades de movimiento opuestas que se engendran 
se destruyen entre sí. Mediante la introducción de una bala en un 
cañón, podría advertirse el retroceso en forma sensible, si la bala 
introducida en el cañón continuara su movimiento. j 

Sea una locomotora en reposo, suspendida libremente o apoya- 
da sobre los rieles con frotamiento muy pequeño. En cuanto la con- 
siderable masa de hierro ligada al pistón se pone en movimiento 
oscilatorio, en virtud del teorema del centro de gravedad, toda la 
masa de la locomotora adquiere un movimiento de oscilación en sen- 
tido contrario, que podría perturbar bastante su movimiento uni- 
forme, Para evitar estas oscilaciones, se ha pensado en compensar 
el movimiento producido por las masas de hierro vinculadas al pis- 
tón, mediante el movimiento opuesto de otras masas, de manera que 
el centro de gravedad del conjunto, supuesto el cuerpo de la loco- 
motora sin movimiento, se mantenga en su sitio y lugar. Esto se 
consigue, agregando trozos de hierro en los rayos de las ruedas mo- 
trices de la locomotora. 

El electromotor de Page (Fig. 150) aclara de una manera muy 
elegante las consideraciones anteriores. Si el núcleo de hierro de 


Fig, 159. 


la bobina AB es impulsado hacia la derecha por la fuerza interna 
entre la bobina y el núcleo, entonces todo el motor, que se mueve 
fácilmente y descansa sobre rueditas TY, se desplaza hacia la izquier- 
da. Pero si sobre uno de los rayos de la rueda R, se coloca un con- 
trapeso móvil «4 que se mueve siempre en sentido contrario al del 
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núcleo de hierro, entonces el retroceso del motor puede hacerse des- 
aparecer. 

Nada se sabe sobre el movimiento de las astillas de las bombas 
que estallan. Pero el teorema del centro de gravedad muestra cla- 
ramente que, prescindiendo de la resistencia del aire y de los obs- 
táculos que pueden incidir en las astillas, el centro de gravedad del 
conjunto, después de la explosión, continúa su trayectoria parabólica. 


5. Un teorema emparentado con el del centro de gravedad, y 
que vale para un sistema libre, es el teorema de la conservación de 
las áreas. Aunque Newton tuvo, por así decirlo, el teorema en sus 
manos, recién más tarde fué enunciado por Euler, D'Arcy y Daniel 
Bernoulli. Euler y Daniel Bernoulli encontraron el teorema, casi 
simultáneamente (1746), al tratar un problema planteado por Euler 
relativo al movimiento de esferas en tubos rotatorios, cuando se 
tomaba en consideración la acción y reacción entre las esferas y el 
tubo. D'Arcy (1747), partiendo de las investigaciones de Newton, 
generalizó la ley de los sectores utilizada por éste para explicar las 
leyes de Kepler. ] 

Consideremos dos masas m, m* (Fig. 151) que actúan mutua- 
mente. En virtud de esa acción mutua, sólo pueden recorrer los 
caminos AB, CD en la dirección de 
su recta de unión. Si se tiene en 
cuenta el signo del movimiento es 
m.AB+"r"*.CD=0O0. Si se traza 
desde un punto cualquiera O, radios 
vectores a las masas en movimiento 
y afectan con signos contrarios a las 
áreas barridas en sentido contrario, 
será también m. AOB + m”. OCD = 
= O. De ahí que: si dos masas ac- 
túan mutuamente y se trazan desde 
un punto cualquiera radios vectores 
a las mismas resulta, como conse- 
cuencia de esa acción recíproca, que 
la suma de las áreas barridas por 
esos radios vectores multiplicadas por 


, las masas respectivas es = O, Si a 
las masas se le aplicaran también fuerzas exteriores y, en virtud 
de ellas, se describieran las áreas OAE y OCF, la composición de las 
fuerzas interiores y exteriores (durante un tiempo muy pequeño) 
haría describir las áreas OAG y OCH. Pero del teorema del parale- 


logramo de Varignon se deduce que mM. OAG + m”, OCH — 


m.OAE + m*.OCF + m.OAB + m' .OCD— 
m.OAE + m'.OCF, 


Fig. 131. 
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es decir, que la suma de los productos de los sectores barridos mul- 
tiplicados por las masas respectivas, no es alterada por las fuerzas 
interiores. 

Si están en presencia varias masas, se puede hacer la misma 
afirmación proyectando el conjunto de los movimientos sobre un 
cierto plano, y considerando cada par de masas separadamente. Por 
tanto, si se trazan desde un punto cualquiera radios vectores a las 
masas de un sistema, y las áreas barridas se proyectan sobre un 
plano, la suma de esas áreas multiplicadas por las masas respecti- 
vas, es independiente de las fuerzas interiores. Éste es el teorema 
de la conservación de las áreas. 

Si una masa aislada, sobre la cual no actúa fuerza alguna, se 
mueve uniformemente sobre una recta y desde un punto cualquiera 
O se trazan radios vectores, el área barrida por el radio vector crece 
proporcionalmente con el tiempo. Igual ley vale para S mf, cuando 
varias masas se mueven sin que, sobre ellás, actúe fuerza alguna, 
extendiendo la sumatoria a la suma algebraica de todos los produc» 
tos de las áreas por las respectivas masas, sumatoria que designa- 
remos brevemente como suma de las áreas. Si en las masas en juego 
intervienen fuerzas interiores, esa relación no varía. Y aun perma- 
nece invariable si se introducen fuerzas exteriores, todas dirigidas 
hacia el punto fijo O, como se sabe por las investigaciones de Newton. 

Si sobre una masa actúa una fuerza exterior, el área f barrida 

at? 


por el radio vector crece con el tiempo según la ley f = eS bt ce 


donde a depende de la fuerza que provoca la aceleración, b de la 
velocidad inicial y € del estado inicial. Según la misma ley crece 
la suma Y mf si se aplican a muchas masas fuerzas aceleradoras, 
en la medida en que éstas puedan ser consideradas constantes, Cosa 
que ocurre siempre que se tome el tiempo suficientemente pequeño. 
En este caso, la ley de las áreas también expresa que las fuerzas 
internas del sistema no ejercen influencia alguna sobre el crecimien- 
to de la suma de las áreas. 

Un cuerpo libre sólido puede considerarse un sistema cuyas Dar- 
tes se mantienen en su posición relativa mediante las fuerzas inter- 
nas. El principio de las áreas encuentra aplicación también en este 
caso. La rotación uniforme de UN cuerpo sólido alrededor de un 
eje que pase por su centro de gravedad ofrece un ejemplo simple. 
Si m es un elemento de masa, Y la distancia de la misma al eje y Q 
la velocidad angular, en este caso la suma de las áreas barridas en 

r 


' a 
la unidad de tiempo €s e E es decir, el 
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producto del momento de inercia por la semivelocidad angular. Este 
producto sólo podrá variar por fuerzas exteriores. 


6. Consideremos ahora algunos ejemplos para aclarar la ley 
de las áreas. Si dos cuerpos sólidos K y K” están vinculados entre sí, 
y las fuerzas interiores existentes entre K y K” ponen a K en movi- 
miento de rotación relativo respecto de K”, de inmediato toma K* un 
movimiento de rotación opuesto. Pues la rotación de K produce 
precisamente una suma de áreas que, de acuerdo con la ley de las 
áreas, debe ser compensada por una suma de áreas opuesta de K'. 
Esto se pone de manifiesto de una manera muy ingeniosa con un 
electromotor cualquiera, si se le provee de un volante horizontal 
y se le fija a un eje vertical que puede girar libremente (Fig. 152). 
Para no molestar la rotación, los hilos conductores de la corriente 
pescan en dos cajitas con mercurio coaxiales aplicadas al eje. Se 
une el cuerpo del motor (K”) mediante un hilo al estativo del eje, 
y se hace pasar la corriente. En cuanto el volante (K), visto desde 
lo alto, se pone a girar en el sentido de las agujas del reloj, el hilo 
se tiende y el cuerpo del motor trata de girar en sentido opuesto, 
cosa que ocurre de inmediato en cuanto el hilo se rompe. 

El motor es, respecto del eje de rotación, un sistema libre. La 
suma de las áreas es para el caso del reposo — O. Pero al ponerse 


la rueda en movimiento de rotación, debido a. las fuerzas electromag- 
néticas internas entre la armadura y el núcleo, la suma de las áreas 
así engendradas se compensa con la rotación del cuerpo del motor 
en sentido contrario, a fin de que la suma total permanezca = O. 
Se puede impedir la rotación del cuerpo del motor si se le agrega 
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un Índice que se mantiene en una posición determinada mediante 
un resorte elástico. Toda aceleración de la rueda en el sentido de 
las agujas del reloj (mediante una inmersión más profunda en la 
batería), trae consigo un desplazamiento del índice en sentido con- 
trario, y todo aminoramiento un desplazamiento inverso. 

Un bonito y peculiar fenómeno aparece si se interrumpe la 
corriente en el motor, mientras éste gira libremente. Al principio, 
la rueda y el motor continúan sus movimientos en sentido contrario. 
Pero de pronto el efecto del frotamiento se hace. visible, y entran 
gradualmente las partes del motor en reposo relativo una respecto 
de la otra. Ahora se ve hacerse cada vez más lento el movimiento 
del cuerpo del motor, detenerse un instante y finalmente, obtenido 
el reposo relativo, tomar el sentido del movimiento primitivo de la 
rueda, es decir invertir totalmente su movimiento. Es decir que 
todo el motor gira como al principio se movía la rueda. La explica- 
ción del fenómeno es muy simple. El motor no es un sistema libre 
perfecto, pues está impedido por el frotamiento del eje. En un sis- 
tema libre perfecto, la suma de las áreas, en cuanto las partes han 
adquirido el estado de reposo relativo, debe ser nuevamente = O. 
Pero aquí actúa además el frotamiento del eje como fuerza exterior. 
El frotamiento del eje del volante disminuye en igual medida a la 
suma de las áreas de la rueda y a la del cuerpo del motor. Pero 
el frotamiento del eje del cuerpo, disminuye solamente la suma de 
las áreas de este último. La rueda contiene entonces una suma de 
las áreas supérfluas que se hace visible en todo el motor en el 
estado de reposo relativo de sus partes. Todo este proceso que se 
pone de manifiesto al interrumpirse la corriente, ofrece una imagen 
del fenómeno que los astrónomos han supuesto que se ha verificado 
en la Luna. La onda de marea engendrada por la tierra, debido al 
frotamiento, ha disminuido de tal manera la velocidad de rotación 
de la Luna, que la rotación lunar ha adquirido la duración de un 
mes. El volante representa la masa líquida movida por la marea. 

Las ruedas de reacción ofrecen otro ejemplo de la ley de las 
áreas. Cuando de los rayos incurvados de la Fig. 153 a sale aire O 
gas de alumbrado en la dirección de las flechas pequeñas, toda la 
rueda gira en el sentido de la flecha grande. La Fig. 153 b represen- 
ta otra rueda de reacción simple, que se obtiene colocando un tubo 
de cobre rr, cerrado en ambas extremidades y agujereado convenien- 
temente, sobre un segundo tubo de cobre R mediante un perno, y 
por el cual pasa el aire que sale por las aberturas O, O”. 

Podría fácilmente creerse que por aspiración en las ruedas de 
reacción se obtiene un movimiento en sentido contrario del que 2 
obtiene cuando el gas sale. No obstante esto, en general, no se verl- 
fica, cosa que puede también explicarse fácilmente. El aire que €5 


aspirado por los rayos de la rueda se pone de inmediato en movi- 


Sed ERNST MACH 


miento con la rueda, entrando en reposo relativo oie la a 
da y entonces la suma de las áreas de todo el sistema sólo es = 


pS 


AE 


AA 
ARA 


Fig. 153 a, 


Pig. 1538, 
si el sistema está en reposo. En 
se manifiesta ninguna rotación 


general, mediante la aspiración, no 
perceptible, Ocurre exactamente la 
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misma cosa que en el retroceso del cañón cuando se le introduce la 
bala. Si se aplica a una rueda de reacción una pelota elástica median- 
te un solo tubo de comunicación, como indica la Fig. 153 a, y perió- 
dicamente se ejerce presión de manera que alternativamente la 
misma cantidad de aire sea emitida y aspirada, entonces la rueda gira 
siempre en el sentido que lo hacía 

cuando el aire se emitía, Este fe- RN 
nómeno se debe, en parte a que el 

aire aspirado por los rayos partici. 

pa del movimiento de éstos y por 

eso no puede producir ninguna ro- 

tación de reacción, y en parte a la 
diferencia del tipo de movimiento 
del aire exterior en la aspiración 
y en la emisión. En la emisión el 
aire sale de los rayos (con rota. 
ción). En la aspiración el aire pe- 
netra sin rotación por todos los ori. 
ficios. 

Es fácil justificar esta explica- 
ción. Si se agujerea la base infe- 
rior de un cilindro de madera o, por 
ejemplo, de una caja de cartón y se 
aplica el cilindro al perno del tubo 
R, después de haberlo cortado se- 
gún generatrices y replegado su 
superficie de la manera indicada en 
la Fig. 154, girará en el sentido de 
la flecha mayor si se introduce ai. 
re y en el sentido de la flecha me- 


a 
. b 
Cc 
f 
Fig. 1554. Fig. 155 ba 


nor si se aspira aire. En este caso, precisamente, el aire al entrar en 
el cilindro continúa libremente su rotación, que debe ser compensada 
por un movimiento de rotación contrario. od 
7. También el caso siguiente ofrece una situación semejante. 
Imaginemos un tubo, Fig. 155 a, que sigue en forma rectilínea segun 
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ab, después se dobla en ángulo recto en bc, describe la circunferencia 
cdef, cuyo plano es perpendicular a ab y cuyo centro es b, luego 
sigue según fg y termina según la prolongación gh de ab. Todo el 
tubo puede girar alrededor de ah como eje. Si se introduce líquido 
en ese tubo (como muestra la Fig. 155 b) que corre según cdef, de 
inmediato el tubo gira en el sentido fede. Pero este impulso cesa en 
cuanto el líquido alcanza el punto f y debe participar del movimiento 
del rayo fg del cual debe salir. Por eso, la rotación del tubo cesa en 
seguida en cuanto el flujo líquido es continuo. Pero en cuanto la 
corriente líquida se interrumpe, al terminar de circular el líquido 
por el radio fg, comunica al tubo un impulso de movimiento en el 
sentido del propio movimiento, es decir, según cdef. Todos estos 
fenómenos se comprenden fácilmente mediante la ley de las áreas. 

El profesor A. Schuster de Mánchester en “Philos. Transact.”, 
Vol. 166, pág. 715 (London 1876) ha demostrado de una manera muy 
bonita que las fuerzas que ponen en movimiento el radiómetro, el mo- 
linete luminoso de Crookes-Geissler, son fuerzas interiores. Al poner 
en rotación las paletas del radiómetro mediante la luz, después de 
haber suspendido la pantalla de vidrio en forma bifilar, muestran 
de inmediato estas pantallas una tendencia a girar en sentido contra- 
rio al de las paletas. Schuster pudo medir las fuerzas que aquí inter- 
vienen. 

El profesor Dr. V. Dvorák de Agram, el inventor de la rueda de 
reacción acústica, ha realizado a mi pedido análogas experiencias con 
este último aparato. Si se pone la rueda de resonancia en rotación 
acústica, una lámina cilíndrica liviana de vidrio sumergida en agua 
se pone de inmediato en rotación en sentido contrario, pero vuelve 
a invertirse el sentido en cuanto la rueda se mueve sólo por inercia. 
Mi hijo Dr. en medicina Ludwig Mach ha improvisado, de acuerdo 
a mis deseos, una experiencia con la rueda de reacción de Dvorék, 
sustituyendo la lámina de vidrio por una lámina liviana de papel 
parafinado sumergida en agua. Por una suspensión bifilar de tal 
lámina de papel, se muestra que toda aceleración de la rueda tiende 
a aumentar la rotación en sentido contrario, mientras que todo retar- 
damiento tiende a disminuirla, y respectivamente con la inversión 
de la misma, y en verdad de una manera muy adecuada, Las expe- 
riencias de Dvorák se explican como las del motor de la Fig. 152 y, 
especialmente, por la experiencia de la Fig, 152 a, (Véase A. Haber- 
da kontinuierlich akustische Rotation und deren Beziehung 

É enprinzip”, Sitzungsber. d. Wiener Akademie, math.-na- 

turwisse. Klasse, del 9 de mayo 1878). 
Se Pe ss do A erat de las corrientes marinas y 
ae Ema ce se el péndulo de Foucault, ete., pueden igual= 
og de ee ejemplos de la ley de las áreas. La ley de 
iMesta elegantemente en los cuerpos de momento 
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de inercia variable. Si un cuerpo de momento de inercia 0 gira con 
velocidad angular a, y por una fuerza interior, por ejemplo un resor- 
te, su momento de inercia se transforma en Q” también se transforma 
9 
a en a, de tal manera que a0 = o 0, es decir Y — a ——. Por una 
p' 
considerable disminución del momento de inercia se puede entonces 
obtener un significativo aumento de la velocidad angular. El princi- 
pio podría quizás aplicarse para la demostración de la rotación de 
la tierra en lugar del método de Foucault. 

Un fenómeno correspondiente al esquema anterior es el siguien- 
te. Según el prof. Tumlirz, tómese un embudo de vidrio, con el eje 
dispuesto verticalmente, y en forma instantánea llénese con líquido 
de tal manera que la corriente no penetre por el eje sino a lo largo 
de las paredes. Esto produce en el líquido una rotación lenta que 
no se advierte hasta que el embudo esté lleno. Pero en cuanto el 
líquido empieza a salir a través del cuello se produce una disminución 
del momento de inercia tan grande, que la velocidad angular aumen- 
ta de tal manera que se produce un violento vórtice con un hundi- 
miento axial. Frecuentemente ocurre que la corriente líquida que 
sale del tubo esté atravesada por una columna axial de aire. 


8. Si se consideran atentamente los citados teoremas del cen- 
tro de gravedad y de las áreas, se reconoce simplemente en ambos 
la expresión de una conocida propiedad de los fenómenos mecánicos, 
muy cómoda en las aplicaciones. A la aceleración y de una masa M, 
corresponde siempre una aceleración contraria q” de otra masa mM, 
de tal modo que teniendo en cuenta los signos Mp + moy = Oa 
la fuerza m q corresponde la igual reacción m' q”. Si las masas M 
y 2 m, animadas de aceleraciones opuestas 2 (q y q, recorren cami- 
nos 2 w y w (Fig. 156), el centro de gravedad S permanece invaria- 
ble y la suma de las áreas respecto de un punto cualquiera O es, 
atendiendo a los signos, 2 M - Í + 
+ m.2j = 0. Por esta simple re- 
presentación se reconoce qué el teore- 
ma del centro de gravedad expresa en 
coordenadas cartesianas, lo mismo que 
dice el teorema de las áreas en CooT- 
denadas polares. Ambos contienen 
simplemente el hecho de la reacción. 

Sée puede atribuir también a los 
teoremas del centro de gravedad y de 
las áreas otro significado muy simple. Así como un Cuerpo no 
puede modificar su movimiento uniforme de traslación o de rota- 
ción sin una fuerza exterior, es decir sin ayuda de otros cuerpos, 
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así tampoco un sistema de cuerpos puede variar su velocidad media 
de traslación o de rotación, utilizando por comodidad esta expresión 
(que es comprensible en general en virtud de las consideraciones 
hechas), sin ayuda de otro sistema que le sirva, por así decir, de apo- 
yo y de sostén. Ambos teoremas contienen entonces una expresión 
generalizada de la ley de inercia cuya justificación en esta forma no 
sólo se ve, sino también se siente. 

Este sentimiento no es de ninguna manera anticientífico, ni me- 
nos perjudicial. No sustituye al concepto abstracto, en quien se 
funda propiamente la completa posesión de los hechos mecánicos, 
sino simplemente está a su lado. Como lo mostramos en otro lugar, 
nosotros mismos con todo nuestro organismo somos un sistema me- 
cánico, que finca profundamente en nuestra vida psíquica *. Nadie 
nos podrá convencer que los procesos mecánico-fisiológicos que con- 
ciernen a los sentimientos y a los instintos, no tengan nada que ver 
con la mecánica científica. Si a teoremas como los del centro de 
gravedad y de las áreas, los conocemos sólo en su forma matemática 
abstracta, sin confrontarlos con los hechos sensibles simples que por 
una parte representen aplicaciones de los mismos y por la otra han 
conducido al establecimiento de esos teoremas, no los comprendere- 
mos sino a medias, y apenas reconoceremos los fenómenos reales co- 
mo ejemplos de la teoría. Nos encontramos en la misma situación 
de quien colocado de pronto en una alta torre cuyo territorio cir- 
cundante no ha recorrido, no puede acertar con la importancia de 
los objetos que contempla, 


4. Las leyes del choque 


; 1 Las leyes del choque, por un lado, dieron motivo al estable= 
cimiento de los más importantes principios de la mecánica y, por el 
otro, proporcionaron los primeros ejemplos para la aplicación de 
tales principios. Ya un contemporáneo de Galilei, el profesor en 
Praga Marcus Marci (nacido en 1595), había publicado en su escrito 

De proportione motus” (Prag, 1639), algunos resultados de sus in- 
vestigaciones sobre el choque. Sabía que un cuerpo, al tocar en un 
choque elástico a otro cuerpo igual en reposo, perdía su movimiento 
y lo trasmitía al segundo. Estableció también otros enunciados 
hoy todavía válidos, aunque no siempre con el rigor necesario y mez- 
clados con errores. Marcus Marci fué un hombre notable. Sus ideas 
sobre la composición de movimientos e “impulsos” son notables para 
su tiempo. En la formación de esas ideas siguió un camino semejan- 


1 E. Mach ini 
(Leipzig, 1 1183 Grundlinien der Lehre von den Bewegungsempfindungen 
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te al que más tarde siguió Roberval. Habla de movimientos parcial- 
mente iguales y opuestos, de movimientos totalmente opuestos, da 
construcciones de paralelogramos, etc., pero aunque habla de un 
movimiento de caída acelerado, no logra alcanzar una completa cla- 
ridad sobre el concepto de fuerza y, por ende, sobre la composición 
de fuerzas. Marci se acercó bastante al descubrimiento de Newton 


Grabado del libro de Marci, De proportione motus 


de la composición de la luz, pero debido a su conocimiento incom- 
pleto de la ley de la refracción tampoco en este caso logró su objeto. 
Según las investigaciones de Wohlwil (Zeitschrift fúr Vólkerpsy- 
chologie, 1884, XV, pág. 387) de ninguna manera puede considerarse 
a Marci como a un promotor de la dinámica en la dirección de 
Galilei, 
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2. Galilei mismo ha realizado múltiples experimentos, con el 
fin de determinar las leyes del choque, sin lograrlo totalmente, Se 
ocupó especialmente con la fuerza de un cuerpo móvil o, como él 
se expresaba, con la “fuerza de choque” y trató de compararla con la 
presión de un peso en reposo y de medirla mediante éste. Con tal 
objeto emprendió una experiencia muy ingeniosa que consiste en lo. 
siguiente: 


Fig. 157.. 


Un vaso con agua 1 (Fig. 157), cuyo fondo tiene un orificio ce- 
rrado, lleva suspendido de su parte inferior y mediante hilos un 
segundo vaso II, mientras el todo cuelga de uno de los extremos de 
una balanza en equilibrio. Si se abre el orificio del fondo, el agua 
cae del vaso 1 al vaso II. Una parte del peso en reposo desaparece 
y es sustituida por la acción del choque en el vaso 11. Galilei espera- 
ba una desviación en la balanza, y contaba con determinar el efecto 
del choque mediante el peso que restableciera el equilibrio. No dejó 
pues de maravillarse al no observar ninguna desviación y, al pare- 
cer, no pudo explicar totalmente el hecho. 


3. Naturalmente, hoy tal explicación no es difícil. Al abrir el 
orificio se obtiene por una parte una disminución de presión ocasio- 
nada: 1) por el peso de la columna de agua suspendida en el aire y 
2) por la presión de reacción que produce el líquido que sale del 
vaso I hacia arriba (como en una rueda de Segner); pero por otra 
parte se produce 3) un aumento de presión debido al choque de la 


columna sobre el fondo del vaso IL. Antes de que la primer gota 


alcance el piso de II, tenemos únicamente una disminución de pre- 
sión 


» Pero de inmediato ella se compensa cuando el aparato está en 
pleno proceso. Fué únicamente esta desviación inicial la que pudo 
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observar Galilei, Consideremos el aparato en funcionarsiento, indi- 
quemos con h la altura del líquido en el vaso 1, con v la correspon- 
diente velocidad inicial, con k la distancia del piso de I hasta el 
nivel de agua en IL, con w la velocidad de la vena líquida en este 
nivel, con a la superficie del orificio de salida, con g la aceleración 
de la gravedad y con s el peso específico del líquido. Para calcular 
el factor 1) observemos que Y corresponde a la velocidad de caída 
adquirida desde una altura h. Podemos fácilmente representarnos 
este movimiento de caída continuando a lo largo de k. El tiempo 
de caída de la vena líquida de l a II es entonces el tiempo de caída 
a lo largo de h +- k, menos el tiempo de caída a lo largo de h. Du- 
rante ese tiempo fluye una columna cilíndrica de base a, con veloci- 
dad v. Por tanto el factor 1, es decir, el peso de la columna suspen- 
dida en el aire importa 


pe y 2 yz 
VE — — Jas 
g g 


Para la determinación del factor 2 apliquemos la conocida ecua- 
ción mv — pt. Haciendo t= 1 se tiene MV — P, ES decir que la pre- 
sión de reacción sobre 1, hacia arriba, es igual a la cantidad de mo- 
vimiento comunicada a la vena fquida en la unidad de tiempo. 
Elejiremos aquí como unidad de fuerza la unidad de peso, es decir, 
utilizaremos el sistema de medidas terrestres. Obtenemos para el 


factor 2 la expresión ( av )o = p, donde la expresión entre 


g 
paréntesis representa la masa que sale en la unidad de tiempo O 
. : os E 
av 2gh.—. V 2 gh = 2 ahs. 
g 


De anéloga manera encontramos coro presión Y sobre 11 


yw= a, 


(av 


y para el factor 3 


e— vió y 29 (h +Kk). 
9 
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La variación total de la presión es entonces 


e | a EA 
NAS [ 9 9 


A O 
g 


=—24as[ y h(h+k) —h] —2ahs 4 2as y h (h + k) 


con lo que los tres factores se destruyen completamente, y Galilei 
debía necesariamente llegar a un resultado negativo. 

Respecto del factor 2 debemos todavía hacer un pequeño agre- 
gado. Podría pensarse que la presión que se pierde al abrir el ori- 
ficio es ahs y no 2ahs; sólo que esta concepción estática en este 
caso dinámico, sería totalmente inaplicable. La velocidad v no es 
engendrada instantáneamente por la acción de la gravedad de las 
partículas que salen, sino que ella corresponde a la presión recíproca 
entre las partículas que salen y las que quedan, de manera que 
la presión sólo puede determinarse mediante la cantidad de movi- 
miento desarrollada. La introducción errónea del valor ahs llevaría 
inmediatamente a contradicciones. 

Si Galilei hubiera experimentado de un modo menos elegante, 
hubiera podido determinar sin dificultad la presión de una vena 
líquida continua. Solo que no hubiera podido jamás neutralizar me- 
diante una presión el efecto del choque instantáneo, como en segui- 
da advirtió. Si se piensa con Galilei en un cuerpo pesado que cae 
libremente, su velocidad final aumenta proporcionalmente al tiempo 
de caída. Hasta las velocidades más pequeñas exigen un cierto tiem- 
po para ser adquiridas (proposición que todavía era discutida por 
Mariotte). Si nos imaginamos un cuerpo animado de una cierta ve- 
locidad dirigida verticalmente hacia arriba, conforme a la intensi- 
dad de esa velocidad el cuerpo se elevará durante un cierto tiempo, 
y, en consecuencia, a lo largo de un cierto segmento hacia arriba. 
Aun el cuerpo más pesado, animado de la mínima velocidad verti- 
calmente hacia arriba, se elevará en contra de la gravedad, aunque 
muy poco. Por tanto, un cuerpo tan pesado como se quiera que re- 
Ciba hacia arriba un choque instantáneo por un cuerpo móvil, tan 
pequeño como se quiera, animado de una velocidad arbitrariamente 
pequeña, y que le comunica una velocidad muy pequeña ese cuerpo 


de todos modos algo cederá y se moverá hacia arriba. El choque 
más pequeño superará a la presión más grande o, como decía Galilei, 
la fuerza del choque es infinitamente grande respecto de la fuerza 
de la presión. Este resultado, por el cual a veces se tachó a Galilei 
de oscuridad, es más bien una de las pruebas más brillantes de la 
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agudez de su inteligencia. Hoy diríamos que la fuerza de choque, 
el impulso, el momento, la cantidad de movimiento mv es una mag- 
nitud de distinta dimensión de la presión p. La dimensión de la 
primera es mlt—1, la de la última mlt—?. De hecho se comporta la 
presión frente al momento del choque como una línea frente a una 
superficie. La presión es p, pero momento del choque es pt. Sin 
ayuda de la terminología matemática apenas podríamos expresarnos 
mejor de la manera en que lo hizo Galilei. Y también vemos ahora 
como puede medirse efectivamente el choque de una vena líquida 
continua mediante una presión. Nosotros comparamos la cantidad de 
movimiento destruída por segundo, con una presión que actúa duran- 
te un segundo, es decir magnitudes homogéneas de la forma pt. 


4. El primer estudio sistemático de las leyes del choque fué 
propuesto en 1668 por la Sociedad Real de London. 'Tres eminentes 
físicos, Wallis (26 de noviembre de 1668); Wren (17 de diciembre 
de 1668) y Huygens (4 de enero de 1669) respondieron a la invita- 
ción de la Sociedad con el envío de memorias en las que trataron 
las leyes del choque de una manera independiente la una de la otra 
(no obstante sin derivadas). Wallis trató únicamente el choque 
inelástico, Wren y Huygens sólo el choque entre cuerpos elásticos. 
Antes de la publicación, Wren había probado experimentalmente sus 
proposiciones, que en esencia coinciden con las de Huygens. Es a 
estas experiencias, a las que se refiere Newton en el establecimiento 
de sus principios. Las mismas experiencias fueron descritas de inme- 
diato, en una forma ampliada, por Mariotte en un escrito especial 
(“Sur le choc des corps”). Mariotte dió también un aparato que aún 
hoy figura en los gabinetes de física con el nombre de máquina de 
choque. 

Wallis parte del teorema fundamental, según el cual lo caracte- 
rístico del choque, está constituído por el momento: producto de la 
masa (pondus) por la velocidad (celeritas). Mediante este momento 
se determina la fuerza del choque. Si dos cuerpos (inelásticos) chocan 
entre sí con iguales momentos, después del choque sobreviene el 
reposo. Si los momentos son diferentes, el momento del choque re- 
sulta de la diferencia entre los momentos. Si se divide ese momento 
por la suma de las masas, se obtiene la velocidad del movimiento 
después del choque. Más tarde Wallis publicó su teoría del choque 
en otro trabajo (“Mechanica sive de motu”, London, 1671). El 
conjunto de sus proposiciones se pueden ahora reunir en la fórmu- 

mu + mv 


la u= , donde m, m? son las masas, 0, v' las velocida- 


mm : 
des respectiyas, antes del choque, y u la velocidad después del choque. 


5. Las ideas que guiaron a Huygens resultan de su escrito pós- 
tumo “De motu corporum ex percussione” (1703). Las considerare- 
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mos un poco detalladamente. Las hipótesis de las que parte Huygens 
son: 1) La ley de inercia; 2) que si cuerpos elásticos de igual masa se 
encuentran con velocidades iguales y opuestas, se separan con las 
mismas velocidades; 3) que todas las velocidades sólo deben ser ava- 
luadas relativamente; 4) que un cuerpo mayor que choca a un: 
cuerpo menor en reposo, le comunica cierta velocidad perdiendo par- 
te de la suya: y finalmente 5) que si de los cuerpos que chocan, uno 
de ellos conserva su velocidad, lo mismo ocurre con el otro, 
Imaginemos ante todo, con Huygens, dos masas elásticas igua- 
les que se encuentran con velocidades iguales y opuestas (Fig. 158). 
Después del choque, rebotan trocándose sus velocidades. Huygens 


Figura del libro de Huygens, De percussione 


tiene razón al considerar este caso co 
deducción. 


. mo una hipótesis y no como una 
ctÓr Sólo la experiencia puede enseñarnos que existen cuer- 
pos elásticos que mantienen su forma después del choque y que con 
este fenómeno no han perdido ninguna fuerza viva apreciable. Huy- 

gens imagina ahora que el fenómeno recién descrito tiene lugar en 

una canoa (Fig. 159), que a su vez se mueve con velocidad v. Para 

el observador situado en la canoa las cosas ocurren como en el caso 

anterior, pero para el observador que permanece en la costa las 

da las esferas son 24 y O antes del choque, y O y 2v 

después del choque. Luego un cuerpo elástico que choca a otro de 

igual masa y que está en reposo, le comunica toda su velocidad y 

Pa al estado de reposo después del choque. Si la canoa tiene una 
da a cualquiera u, para el observador de la costa las velocida- 

A antes del choque son respectivamente u + y u—v y después 

el choque u —v y u +v. Pero como y + y u—ov son valores 
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totalmente arbitrarios, puede entonces afirmarse que masas elásticas 
iguales, en el choque truecan sus velocidades. Ñ 

Como ya lo había dicho Galilei, un cuerpo grande, en reposo,; 
es puesto en movimiento por el choque de un cuerpo pequeño. Aho- 
ra Huygens muestra que el acercamiento antes del choque y el 
alejamiento después del choque tienen lugar con la misma velocidad: 
relativa. Un cuerpo m choca a otro en reposo de masa M (Fig. 160), 
al cual comunica con el choque una velocidad wm todavía indetermi- 
nada. Para la demostración del teorema, Huygens supone que el fe- 


r 0 ' 
nómeno tenga lugar en una canoa que se mueve con la velocidad ——* 


en el sentido de M hacia m. Las velocidades iniciales son entonces 


o wm wm ] 
v— eS y — ——; las velocidades finales wm) y + ——. Pero como pa-: 
2 2 


ra M el valor de su velocidad no ha variado sino en el signo y en el 

choque elástico no debe perderse fuerza viva alguna, también para. 

m sólo debe variar el signo de su velocidad. Por tanto las velocida-. 
w 


w 
des finales serán — (v———) y ++ Y en efecto entonces las 
2 


M- velocidades relativas en el acercamiento, antes del 
m choque son iguales a las velocidades relativas en el 
O O alejamiento, después del choque. Cualquiera que sea 
td o "la variación de velocidad que tenga lugar entre los 
cuerpos, mediante esta ficción de la canoa en movi- 
miento, se podrán siempre hacer iguales los valores 
de la velocidad, prescindiendo del signo. El teorema es pues general. 
Si dos masas M y m chocan con velocidades V y v que son inver- 
samente proporcionales a las masas, rebotan: M con la velocidad V 
y m con la velocidad v. Sean V, y 0, las velocidades después del 
choque, se tendrá de acuerdo al teorema anterior V + v=V, + %» 
y de acuerdo al teorema de las fuerzas vivas 
MV? mu? MV muy? 
+ SS + 
AN 2 2 2 2 
Si hacemos W1 = Y + w será necesariamente V, = V —w pero en 
tonces la suma 
MV.2 muy? MV? mo? (0? 
+ AUS > de 


Pig. 160. 


2 2 2 

Esta igualdad sólo se verifica si (1 =0, con lo que el teorema 
citado queda fundado. La demostración de Huygens se basa en una 
construcción comparando las posibles alturas a las que pueden 
elevarse los cuerpos, antes y después del choque. Si las velocidades, 
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del choque no son inversamente proporcionales a las masas, se pue- 
de lograr tal relación mediante la ficción de un adecuado movimien- 
to de la canoa y el teorema comprende entonces a todos los Casos. 

La conservación de la fuerza viva en el choque, la expresó Huy- 
gens en uno de los últimos teoremas (11), que también envió más 
tarde a la Sociedad de Londres, aunque indudablemente el teorema 
constituye el fundamento de los teoremas anteriores. 


6. Cuando en un fenómeno Á se reconocen los mismos elemen- 
tos de un fenómeno B, el fenómeno A se presenta como una aplica- 
ción de principios ya conocidos. Pero se puede iniciar la investiga- 
ción con A mismo y entonces, por ser la naturaleza un todo uniforme, 
aquellos principios pueden obtenerse a partir del fenómeno A. 
Como el fenómeno del choque ha sido investigado simultáneamente 
ton otros procesos mecánicos, de hecho ha ofrecido ambos procedi- 
mientos de investigación. 

Podemos ante todo convencernos que el estudio de los fenóme- 

nos del choque puede llevarse a cabo con un mínimo de nuevas 
experiencias y con ayuda de los principios de Newton, a cuyo descu- 
brimiento ha contribuido el estudio del choque no obstante no fun- 
darse únicamente sobre ellos, Las nuevas experiencias que no están 
contenidas de los principios de Newton, sólo nos enseñan que hay 
cuerpos elásticos e inelásticos. Los cuerpos inelásticos varían de for- 
ma por la presión y no la vuelven a recobrar, en cambio en los cuer- 
pos elásticos a cada forma del cuerpo corresponde un determinado 
sistema de presiones, o, mejor, a cada variación de forma se vincula 
una variación de presión e inversamente. Los cuerpos elásticos recó- 
bran su forma, y las fuerzas que hacen variar de forma a los cuerpos 
recién actúan cuando éstos entran en contacto. 
. Consideremos dos masas M y m inelásticas, que se mueven res- 
pectivamente con las velocidades V y %. Al ponerse en contacto con 
velocidades diferentes se originan en el sistema M, m las fuerzas 
interiores deformadoras. Esas fuerzas no modifican la cantidad de 
movimiento, ni desplazan el centro de gravedad del sistema. Con el 
establecimiento de una velocidad común, cesa la deformación y en 
los cuerpos inelásticos las fuerzas deformadoras se extinguen. Si 
la velócidad común después del choque es u será 


Mu 4 mu— MV + mv, 
o sea 
MV + mv 
M+wm 


: u= 


, 


Que es la regla de Wallis, 
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Supongamos ahora que observamos el fenómeno del choque sin 
conocer aún los principios de Newton. Observamos de inmediato que 
en el choque son factores determinantes no sólo la velocidad, sino 
también otras características del cuerpo (el peso, la carga, la masa, 
pondus, moles, massa). Observado esto, es fácil dar cuenta de los 
casos más sencillos. Si dos cuerpos de igual peso O igual masa se 
encuentran con velocidades iguales y opuestas (Fig. 161), y si des- 

Ss E pués del choque los cuerpos, sin volver a sepa- 
rarse, se alejan con una velocidad común, la úni- 
Ó O ca velocidad después del choque, determinada 
univocamente es la velocidad 0. Si además ob- 

m m ] 
servamos que el fenómeno del choque depende 
únicamente de las diferencias de velocidad, es 
decir sólo de velocidades relativas, entonces pueden reconocer- 
se fácilmente otros casos mediante un movimiento ficticio del en- 
torno, que según nuestras experiencias no ejerce influencia alguna 
sobre la cosa. Así, para masas inelásticas iguales, animadas de ve- 

v 

locidades v y O o y y v”, será la velocidad después del choque E ó 


Fig. 161 


vv 
2 


cuando las experiencias nos ha enseñado qué es lo que ocurre. 
Si pasamos al caso de masas desiguales, no basta ahora saber por 
la experiencia que en general la masa es de importancia, sino tam- 


o 6 L 


Fig. 162. Fig. 163. 


. Naturalmente, sólo podemos establecer tales consideraciones 


bién de qué modo influye. Si chocaran por ejemplo dos cuerpos de 
masas 1 y 3 con velocidades v y V (Fig. 162), podríamos razonar de 
este modo. Separemos de la masa 3 la masa 1 y hagamos chocar 
v+V 
primero las masas 1 y 1, su velocidad resultante será , , Pero 


v+V 
ahora las masas 1 + 1 = 2 y la 2 deben ajustar sus velocidades o 
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y V; de acuerdo al mismo principio resulta 


, v+V 
0 2 EV 9434. e +3v 
2 A OS q E 


Consideremos más general las masas m y mM” que representare- 
mos (Fig. 163) por líneas horizontales proporcionales a las mismas 
con velocidades v y v”, que llevaremos como ordenadas de las corres- 
pondientes masas parciales. Si m < m”, tomamos en m' un segmento 
igual a m. El encuentro entre m y m da la masa 2 m con la veloci- 

vo. 


dad ——. La línea punteada indica tal relación. Con el resto 
; 2 


m? — m procedemos de la misma manera: cortamos en 2 m nueva- 
mente un segmento m'—-m, tenemos entonces una masa 
a vv 
2m— (m_— m*) con velocidad ——— y una masa 2 (m-— m') con 
: 2 


v+. 
+0 
ñ 2 


obtener la misma velocidad u para la masa total m + m”. El méto- 
do de construcción indicado en la figura, muestra claramente que 
entre las superficies existe la ecuación (mm) u=mw0 + wo, 
Pero no es difícil reconocer que tales consideraciones sólo pueden 
establecerse si de antemano alguna experiencia nos ha llevado a 
adoptar como determinante la suma mv + m'v”, es decir la forma de 
la influencia de m y de v. Si se prescinde de los principios de New- 
ton no Pueden entonces evitarse precisamente otras experiencias es- 
pecíficas sobre el significado de mv, que sustituyen a aquellos prin- 
Ciplos y son equivalentes a ellos, 


la velocidad 


.- De esta manera podemos continuar hasta 


de También en el choque de las masas elásticas pueden tomarse 
a principios de Newton. Basta observar que a la 
Pra e los cuerpos elásticos, corresponden fuerzas de res- 

“ucion que están vinculadas exactamente a las deformaciones. Tam- 


dos por velocidades diferentes, 
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de fuerzas interiores y, por tanto, la cantidad de movimiento se 
conserva y el centro de gravedad no varía la velocidad común en 
aquel instante es 


MC + mc 
Mm j 


Los cuerpos elásticos retoman su forma y en los cuerpos perfec- 
tamente elásticos entran en actividad las mismas fuerzas (durante 
el mismo elemento de tiempo y a lo largo de los mismos elementos 
de camino) pero en orden inverso. Por eso (si m es empujado por 
M) mientras M pierde la velocidad c —u, m a su vez adquiere un 
aumento de velocidad u— Cc. Luego, después del choque, obtenemos 
para las velocidades V, v las expresiones V =2u— Cyv=2u-—<, 
o sea : : 


u= 


MC +m (2c—C) me + M (2C—c) 


, nz: 


Mm Mm 


Haciendo en estas fórmulas M = m, se deduce V=cy=C, 
es decir que para iguales masas hay trueque de las velocidades. En 


M Cc ] 
el caso particular — = — — O sea MC + mc =0, es también u = 0 
m 
y se deduce V—-24-C=-C y v=2u-—c=-—C; €s decir 


que en este caso las masas rebotan con las mismas velocidades (pero 
dirigidas en sentido contrario) con las que habían chocado. El acer- 
camiento entre las masas M,m con velocidades C, e que se cuentan 
positivamente en la misma dirección, tiene lugar con la velocidad 
C —c, mientras el alejamiento con V —v. Pero de V=2u—C, 
v — 2 w—c resulta de inmediato que V=v==— (C—.e), es decir 
que la velocidad relativa en el acercamiento es la misma que en el 
alejamiento. Por aplicación de las expresiones V = 2u — Cyvu= 
2 4 —c se encuentran también muy fácilmente los dos teoremas 


MV + mv = MC 4 me 
y 
MV? 4 mv? — MC? Y me?, 
y, por tanto, la cantidad de movimiento (tomada en la misma di- 
rección) permanece igual antes y después del choque, y de la mis- 
de las fuerzas vivas, permanece igual antes y 


ma manera, la suma , o 
después del choque. De ahí que partiendo del punto de vista 


Newton obtenemos todos los resultados de Huygens. ds 
8. Consideremos ahora las leyes del choque desde el e 
vista de Huygens, para lo cual debemos ante todo hacer as 
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sideraciones siguientes. La altura a la que puede elevarse el cen- 

tro de gravedad de un sistema de masas está dada por la fuerza 
1 

viva — X mu?. Cada vez que se produce un trabajo, es decir cuando 
2 


las masas siguen a las fuerzas, esa suma aumenta de una cantidad 
igual al trabajo realizado. En cambio, cada vez que el sistema se 
mueve en sentido contrario al de las fuerzas, o como diremos breve- 
mente, cuando sufre un trabajo, tiene lugar una disminución de esa 
suma igual al trabajo realizado. Por tanto mientras la suma alge- 
braica de los trabajos producidos y sufridos no varía, cualesquie- 
ra sean las otras variaciones, también permanece invariable la 
1 


suma —X mve?. Considerando entonces Huygens subsistente esta 
2 


encontrada en sus investiga- 
ciones sobre el péndulo, también para el choque, debía de inmedia- 


A 
“hc=— (4 +0), 0 sea u= 


- Puede entonces encontrarse 


i ; 
Siempre una Velocidad de transporte del sistema, de tal manera que 
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la velocidad de una de las dos masas cambie solamente de signo; 
entonces el teorema relativo a las velocidades de acercamiento y de 
alejamiento es válido en general, 

Como el conjunto de las ideas peculiares de Huygens no estaba 
completo, él tuvo que acudir en algunos casos, como ya dijimos, a 
ciertas concepciones del sistema de Galilei-Newton, como en el caso 
en que la razón entre las velocidades de las masas que chocan no 
era conocida de antemano, Así se encuentra, aun cuando tácitamente, 
una admisión de los conceptos de masa y de cantidad de movimiento 
en el teorema, según el cual las velocidades de los cuerpos que cho- 

M Cc 


m Cc 

Si Huygens se hubiera limitado a su punto de vista apenas hu- 
biera podido descubrir este simple teorema, aunque de haberlo en- 
contrado hubiera podido demostrarlo con sus recursos propios. Ante 
todo, en este caso y en virtud de las canti. 
dades de movimientos iguales y de signo 
contrario, la velocidad de ajuste, después de 
la deformación es — O, Pero al restituirse 
las deformaciones y producirse el mismo 
trabajo que el sistema había sufrido antes, 
deben reproducirse las mismas velocidades 
con signos contrarios. 

Este caso especial proporciona al mis- 
mo tiempo el caso general, si se imagina 
todo el sistema afectado por una velocidad de translación. En 
la Fig. 164 las masas que chocan están representadas por 
M=BC y m=AC, y las velocidades respectivas por C=AD y 
c=BE. Tracemos la perpendicular CF a AB y por F la paralela 
1K a AB. Es entonces 


can únicamente cambian de signo si 


-¡H 
-” 


Fig- 164. 


m (C—.c) M(C—cC) 
1D = ————; KE = ———— 
M+m M+m 


Si entonces se hacen chocar entre sí las masas M y mm con velocidades 
ID y KE, mientras se comunica a todo el sistema la velocidad 


M(C—c<c) M(C—<e) MC + me 
u=AI=KB=C-— = - —_— = —_—_—_—_—_——,, 


se ve que para cualquier velocidad, se tiene el caso especial para el 
observador que se mueve con velocidad u y el caso general, para el 
observador en reposo. Las fórmulas generales del choque derivadas 
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más arriba se obtienen fácilmente de esta consideración. Encon- 
tramos 


m (C—.a) MC +m (2c—C) 
= =C-2 = ] 
A M+m M+m 


M(C—c)  mc+M(2C—c) 
=> = 2 = . 
as M+m Mm 


El fecundo método de Huygens del movimiento ficticio se funda 
en la simple observación que los cuerpos sin diferencia de velocidad, 
no actúan entre sí en el choque. Todas las fuerzas de choque están 
condicionadas a diferencias de velocidades (así como todos los efec- 
tos térmicos a las diferencias de temperatura). Como las fuerzas no 
determinan velocidades, sino sólo variaciones de velocidades, es 
decir diferencia de velocidades; en el choque siempre se trata sólo 
de diferencias de velocidades. Es indiferente el cuerpo respecto del 
cual se miden las velocidades. De hecho muchos casos de choque, 
que por falta de práctica aparecían como casos distintos, se presentan 
como un solo caso ante una investigación más exacta. 0 

De igual manera, la capacidad de acción de un Cuerpo móvil, ya 
se mida por la cantidad de movimiento (en consideración al tiempo 
de acción), ya por la fuerza viva (en consideración al camino reco- 
rrido), no tiene ningún sentido si se refiere a un sólo cuerpo. Re- 
cién cobra sentido en cuanto se presenta un segundo cuerpo y 
entonces son factores determinantes; en un caso, la diferencia de 
velocidades, en el otro la diferencia de los cuadrados de las veloci- 
dades. La velocidad representa pues un nivel físico, como la tem- 
peratura, la función potencial, etc, 

No debe pasarse por alto que Huygens, en los fenómenos del 
choque, hubiera podido realizar de inmediato las mismas experien- 
cias a las que fué conducido en sus investigaciones sobre el péndulo. 
Pero se trata siempre de reconocer los mismos elementos en todos 
los hechos O, si se quiere, volver a encontrar en un hecho los ele- 
mentos ya conocidos de otro. De cuál hecho se ha de partir, depende 
empero de circunstancias históricas, 

9. Cerremos estas consideraciones con algunas observaciones 
más generales. La suma de las cantidades de movimiento, se con- 
serva en el choque, trátese del choque de cuerpos inelásticos como 
del de cuerpos elásticos, Pero, como lo observó Huygens por pri- 
mera vez, esta conservación no tiene lugar de ninguna manera en el 
sentido de Descartes; la cantidad de movimiento de un cuerpo no 
disminuye en la medida según la cual aumenta la de otro. Si, por 
ejemplo, chocan dos masas inelásticas iguales con velocidades igua- 
les y opuestas, ambas pierden su cantidad de movimiento total, en 
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el sentido de Descartes. En cambio, se conserva la cantidad de mo- 
vimiento si se cuentan positivamente todas las velocidades según 
una dirección y negativamente todas las de dirección contraria. La 
cantidad de movimiento, así entendida, se conserva en todos los 
Casos. 

La suma de las fuerzas vivas varía en el choque de masas inelás- 
ticas, pero se conserva en el choque de masas perfectamente elásticas, 
En el choque de masas inelásticas o, más general, cuando los cuer- 
pos que chocan se mueven con una velocidad común después del 
choque, Se puede determinar fácilmente la pérdida de la fuerza viva. 
Sean M, m las masas, C, € las velocidades respectivas antes del 
choque y u la velocidad común después del choque; la pérdida de 
la fuerza viva es entonces 


1 1 1 
— MC? 4 — mec? —— (MH m) u? (dd 
2 2 2 
MC + me 
que, al tomarse en cuenta que u —--——————, toma la forma 
Mm 
Mm 
(C—.ey?. 
Mm 
Carnot ha representado esta pérdida en la forma 
1 1 
—M o (u —ey? (2) 
2 


Si se elige esta última forma, se reconoce En ps (C—u)? y 


1 a e 
en — m (u —c)?, las fuerzas vivas producidas por el trabajo de las 


fuerzas interiores. De manera que la pérdida de la fuerza viva en 
el choque corresponde al trabajo de las fuerzas interiores( llamadas 
moleculares). Si se igualan las expresiones 1) y 2) de la le a 
se considera que (M + m)u= MC + me se obtiene una identi ad. 
La fórmula de Carnot es importante para juzgar las pérdidas por 
choque en los elementos de máquinas. 

En todas nuestras observaciones hemos tratado las masas que 
chocan como puntos que se mueven según la dirección de En ón 
que los une. Esta simplificación es admisible en el llamado Ra 
central, en el que los centros de gravedad de las masas amado 
y el punto de contacto están alineados. La investigación de 


i ingún 
choque excéntrico, es algo más complicada pero no ofrece ning 
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interés especial en lo que a los principios se refiere. En cambio ya 
Wallis trató una cuestión de una índole distinta. Si un cuerpo gira 
alrededor de un eje y de pronto ese movimiento se detiene fijando 
uno de sus puntos, entonces la violencia del choque es diferente se- 
gún la posición (distancia al eje) del punto. El punto para el cual 
la violencia del choque es máxima ba sido llamado por Wallis centro 
de choque. Si se detiene bruscamente este punto, 
entonces el eje no experimenta ninguna presión. No 
es ésta la ocasión para tratar en detalle las múlti. 
ples investigaciones realizadas al respecto por los 
1 contemporáneos y sucesores de Wallis, 


10. Todavía queremos tratar brevemente 

mí, E una interesante aplicación de las leyes del cho- 

que: la determinación de las velocidades de 

MV” los proyectiles mediante el péndulo balístico. Sea 

Fig. 165 una masa M (Fig. 165) suspendida por un hi. 

lo sin peso ni masa, como un péndulo, En su 

posición de equilibrio recibe de pronto la velocidad horizon- 
y2 

tal V, que lo eleva hasta la altura h = 1 (1 — cos a) = — 
29 

donde 1 es la longitud del péndulo, a el apartamiento del ángulo y Y 

la aceleración de la gravedad. Entre las magnitudes 1, y y la dura- 


He 
ción de la oscilación T' existe la relación T— x y= de donde se 
g 


2 : gT ,/ a 
obtiene fácilmente Y =— —— ) 2 (1 —cos a), o lo que es lo mismo, 
T 


de acuerdo a una conocida fórmula geométrica 


2 a 
V=-—gTsen—. 
T 2 


Si ahora la velocidad V está ocasionada por un proyectil de ma- 
sa m, que choca, con la velocidad v, a M y forma con éste un solo 
cuerpo, de tal modo que, sea el choque elástico o inelástico, después 
del choque en todos los casos adquieren una velocidad común V, 
resulta mv = (m + M) V o, si m es suficientemente pequeño res- 


M 
pecto de M: v=-—Y y finalmente 
m 
2 M a 
vV=——YgT sen —, 
Tm 2 
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Si el péndulo balístico no pudiera considerarse como un péndulo 
simple, los principios que hemos aplicado reiteradas veces permiten 
poner estas consideraciones en la forma siguiente. El proyectil m 
con velocidad v posee la cantidad de movimiento mv que, debido a 
la presión p, se reduce, con el choque, a mV en un tiempo pequeño t. 
De ahí entonces que m (o—V) =prt, 0 si V es muy pequeño res- 
pecto de v: mv =P T. Prescindiremos con Poncelet de la hipótesis de 
fuerzas instantáneas especiales que bruscamente originan velocida- 
des determinadas. No hay tales fuerzas instantáneas. Las que así 
se han llamado, son fuerzas muy grandes que en un pequeño inter- 
valo de tiempo producen velocidades finitas, pero que de ninguna 
manera difieren de las fuerzas que actúan con continuidad. Si la 
fuerza que actúa en el choque no puede considerarse constante du- 
rante toda su actuación, simplemente interviene en lugar de la ex- 
presión p 7 la expresión f pdt. Todas las demás consideraciones per- 
manecen las mismas. 

Una fuerza igual a la que anula la cantidad de movimiento del 
proyectil, actúa como reacción sobre el péndulo. Supongamos que 
la línea del tiro (y por tanto también la fuerza), sea perpendicular 
al eje del péndulo y a la distancia b del mismo, entonces bp es el 


E mr? . . 
es la aceleración angular producida y 


momento de la fuerza, 


la velocidad angular adquirida en el tiempo T 


bprt bmv 


q S mr? ES E mr2 


La fuerza viva que posee el péndulo al finalizar el tiempo 1, €5 
entonces 


1 1 b2m?* 
E e 
2 2 NXmr 


Debido a esta fuerza viva se produce en el péndulo un apar- 
tamiento a que eleva el peso Mg a una altura Q (1 — cos q), Sl el 
centro de gravedad está a la distancia U del eje,-y por tanto Se pro- 
duce un trabajo Mga (1 — cos a), trabajo que es igual a la mencio- 
nada fuerza viva. De la igualación de ambas expresiones resulta 
fácilmente 


A 
y ZMga E mr”. (1 — cos 0) 
lA AAA 
v= 


mb 
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y teniendo en cuenta la duración de la oscilación 


2 mr* 
T == , 
Mga 


y la simplificación goniométrica ya aplicada, 


fórmula completamente análoga a la del caso más simple. Las ob- 
servaciones que deben realizarse para la determinación de v se 
refieren, pues, a las masas del péndulo y a la del proyectil, las dis- 
tancias al eje del centro de gravedad y del punto de impacto, la 
duración de la oscilación y el apartamiento del péndulo. La fórmula 
también permite de inmediato reconocer la dimensión de la velo- 


2 a 
cidad. Las expresiones — y sen— son simples números, también 
T 
Ma 
son números —,-— cuyos numeradores y denominadores se miden 
mí 


en unidades de la misma especie. Pero el factor gT tiene la dimen- 
sión lt-—1 y, por tanto, es una velocidad. El péndulo balístico fué 


descubierto por Robins y fué descrito en su escrito “New Principles 
of Gunnery” (1742). 


5. El teorema de D'Alembert 


E 1. Uno de los teoremas más importantes para resolver rápida y 
cómodamente los problemas de mecánica que se presentan frecuen- 
temente, es el teorema de D'Alembert, Las investigaciones sobre el 
centro de oscilación con las que se ocuparon casi todos los contem- 
poráneos y sucesores significativos de Huygens, condujeron a obser- 
vaciones simples que finalmente D'Alembert reunió generalizándolas 
en su teorema. Ante todo veamos rápidamente estos trabajos pre- 
vios. Éstos surgieron casi todos del deseo de sustituir la deducción 
de Huygens que no aparecía suficientemente clara, por una más 
convincente. No tenemos por qué insistir en el hecho de que ese 
deseo, como ya vimos, se debía a un malentendido, condicionado a 
circunstancias históricas, pero que no obstante ha tenido por resul- 
tado lograr nuevos puntos de vista, a 
2. El más importante, entre los fundadores de la teoría del cen- 


Ñ E ñ 
ro de oscilación después de Huygens, es Jakob Bernoulli, quien 
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ya en 1686 trató de explicar el péndulo compuesto mediante la 
palanca. Llegó sin embargo a oscuridades y contradicciones con las 
concepciones huygensianas, sobre las que L'Bópital (“Journal de 
Rotterdam”, 1690) llamó la atención. Las dificultades se explicaron 
en cuanto se comenzaron a considerar las velocidades adquiridas, 
no en tiempos finitos, sino en tiempos infinitamente pequeños. Ja- 
kog Bernoulli corrigió sus errores, en 1691 en las “Acta eruditorum” 
y en 1703 en las Memorias de la Academia de París. Reproduciremos 
aquí lo esencial de sus últimos estudios. 

Consideremos con Bernoulli una barra AB (Fig. 166) horizontal, 
sin masa, que gira alrededor de A, y a la que están unidas las masas 
m, m a las distancias 7, r de A, Debido al 


vínculo, las masas se mueven con una ace- ne xXx mr 


leración diferente a la de la caída libre, que B A 
tendría lugar si se suprimieran los víncu- 
los. Sólo un punto, situado a la distancia / 


x aún incógnita de A, y que llamaremos Fig. 168 
centro de oscilación, se mueve debido al vínculo como si estuviera 
aislado; es decir, con la misma aceleración que la aceleración 9- 


gr 


Si m se moviera con la aceleración p =——» Y m? con la ace- 
x 
gr . . . 
leración y = , es decir, si las aceleraciones propias fueran pro- 
x 


porcionales a las distancias de A, las masas debido al vínculo no se 
molestarian entre sí. Pero en verdad el vínculo produce a una 
pérdida de aceleración Y — y Y A 1 una ganancia de aceleración 
y' — q, y por tanto a la primera una pérdida de fuerza 


x—r 
m(g—q)=9 m 
y a la última una ganancia de fuerza 
| r—z 
me. 


m (9 —9) =9 


Pero como las masas ejercen su acción mutua a través del 
vínculo tipo palanca, tales pérdidas Y ganancias de fuerza deben 
satisfacer a las leyes de la palanca. Si esta palanca retarda a A 
en el movimiento que adquiriría si estuviese libre, mediante ho 
fuerza f, de igual modo M ejerce Í como reacción Con a de 
palanca r. Es solamente esta reacción la que Se transporta » 
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y 
equilibrándose con una presión f' = — Í, que es entonces la presión 
r 


que actúa en ese punto. De acuerdo entonces a lo anterior se tiene 
la relación 


r—zx Tr —r 
g m=-—yg m 
zx r x 


o (x—r) mr= (r”— 2) m*r, de donde se Obtiene ' 
mr? +4 m?y2 
x= 


mr +m?r 
exactamente como había encontrado Huygens. La generalización de 


estas consideraciones a un número cualesquiera de masas, aun sin 
estar en línea recta, es inmediata. 


3. Johann Bernoulli se ha ocupado en 1712 del problema del 
centro de oscilación, siguiendo otro camino. Lo mejor es consultar 
sus trabajos en sus obras completas (Opera, Lausannae et Genevae, 
Tomos II y IV). Aquí examinaremos los ideas peculiares de este 
físico. Bernoulli logra su objeto separando mentalmente las masas 
de las fuerzas. 

En primer lugar consideremos dos péndulos simples de longi- 
tudes 1,1, diferentes pero tales que esas longitudes del péndulo 
produzcan en el cuerpo pendular aceleraciones 9,9”, proporcionales, 


1 
es decir que — — 


g 
> —, Con lo que ambos péndulos tendrán la misma 
g 


duración de oscilación, por ser la duración de oscilación T — q — 


eleración de la gravedad 


ig. 167), que pueda girar alre. 
Fan dedor de su punto medio y apliquémosle en un ex- 


9. Para encontrar 


mm 
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pues la longitud del péndulo (con una aceleración de gravedad or- 
dinaria 9) isócrono con este péndulo de longitud a, tendremos, apli- 
cando el teorema anterior, 


1 g m + mm 
== _—_—_—_—— == UA AAA A 
a m—m m— mm 


| 

| 
Os 
e 


m + m 


En tercer lugar, imaginemos un péndulo simple de longitud 1 con 
una masa M en su extremidad. El peso de m corresponde a la fuerza 
mitad en un péndulo de longitud doble, De manera que la mitad 
de la masa m colocada a la distancia 2, experimentaría la misma 
aceleración que la ocasionada por la fuerza aplicada en 1, mientras 
que la masa de un cuarto de m experimentaría una aceleración 
doble, de manera entonces que un péndulo simple de longitud 2, con 


m 
la fuerza primitiva en 1 y — en su extremo sería isócrono con el 
4 


péndulo primitivo. Si se generalizan estas consideraciones, Se Teco- 
noce que puede sustituirse toda fuerza f aplicada a una distancia 
arbitraria Y de un péndulo compuesto, por la 


fuerza de valor 7f a la distancia 1 y toda ma- 0 m 
sa arbitraria m que se encuentra a la distan- A 
cia 7 por la masa r2m también a la distancia f 


1, sin que con esto varíe la duración de la os- k 

A E . Ñ » Fig. 168. 
cilación. Si una fuerza f (Fig. 168) actúa con el , 
brazo de palanca a, mientras la masa M se encuentra a la distancia Y 


af 
del centro de rotación, entonces f equivale a una fuerza —— que 
. Tr 
actúa sobre m y que, por tanto, comunica a la masa m la aceleración 
af , af 
y una aceleración angular 
mr mr? 


De ahí entonces que para obtener la aceleración angular de un 
péndulo compuesto, hay que dividir la suma de los momentos está- 
ticos por la suma de los momentos de inercia, Estas mismas ideas 
fueron encontradas por Brook Taylor, con método propio y segura- 
mente en forma independiente de Johann Bernoulli si bien las pu- 
blicó algo más tarde (1714) en su “Methodus incrementorum”. Tales 
son las investigaciones más importantes realizadas para responder 
a la cuestión del centro de oscilación y que, como veremos en se- 
guida, ya contienen el mismo pensamiento que ha expresado D'Alem- 
bert en forma más general. 
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4, En un sistema de puntos cualesquiera M,M”, M”,... (Fig.: 
159) vinculados entre sí, apliquemos las fuerzas P,P”,P?,... que: 
comunicarían a esos puntos, considerados libres, ciertos movimientos. 
Al estar los puntos vinculados, se presentan en general otros movi- 
mientos que podríán ser originados por las fuerzas W, W”, W”... 

Tales movimientos son los que desea- 

: mos estudiar. Para ello imaginemos 

DA descompuesta P en W y V, P* en W” 

h y V?, P” en W” y V”, etc. Como a 

"MV consecuencia de los vínculos sólo ac- 

MO. WA2B=> túan efectivamente las componentes" 

W V W, W, W”... las fuerzas V, V”, 
Vv”,... deben estar en equilibrio en 

Foca virtud de los vínculos. Llamaremos. 

a las fuerzas P, P”, P”,... el sis- 
tema de las fuerzas aplicadas, a W, W”, W”... el sistema des 
las fuerzas que originan los movimientos, O más brevemente 
el sistema de las fuerzas efectivas y a V, V?, V”,... el sistema: 
de las fuerzas ganadas o perdidas o sistema de las fuerzas de vínculo, 
Vemos entonces que si se descompone el sistema de las fuerzas apli-. 
cadas en las fuerzas efectivas y en las fuerzas de vínculo, las últi- 
mas a causa de los vínculos están en equilibrio. En esto consiste el 
teorema de D'Alembert, al cual sólo hemos aportado una variación 
no esencial, al hablar de fuerzas en lugar de las cantidades de mo- 
vimiento engendradas por las fuerzas, como hace D'Alembert (en 
su “Traité de dynamique”, 1743). : 
Como el sistema V, V?, V”..., está en equilibrio, al mismo 
puede aplicársele el principio de los desplazamientos virtuales. Esto 
da una de las formas del teorema de D'Alembert. Otra forma se 
deduce de la siguiente manera. Las fuerzas P, P”..., son las resul-- 
tantes de componentes W, W”..., y V, V?.... Si componemos enton- 
ces las fuerzas —P, —P”..., con W, W”..., y V, V?”..., se obtiene, 

el equilibrio. El sistema de fuerzas — P, W, 

V está en equilibrio. Pero, por su cuenta, el ; 

sistema V está en equilibrio. Por tanto, tam. j 1 
bién el sistema — P, W (Fig. 170) está en SN 
equilibrio o también está en equilibrio el P, Ñ 
— W. Es decir, que si a las fuerzas aplicadas Fig. 170. : 
se le agregan las fuerzas efectivas con signo j a 
cambiado, se obtiene, debido a los vínculos, 
el equilibrio. También al sistema P, — W se le puede aplicar el 
principio de los desplazamientos virtuales como lo ha hecho Lagran- 
ge en su mecánica analítica. : 
El hecho de existir equilibrio entre el sistema P y el sistema, 
» Puede enunciarse en otra forma. Puede decirse que el siste-; 


e 
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ma W es equivalente al sistema P. En esta forma han aplicado Her- 
mann (“Phoronomia”, 1716) y Euler (“Kommentarien der Peters- 
burger Akademie, áltere Reihe”, 'Tomo VIT, 1740) el teorema, que 
esencialmente no es diferente al de D'Alembert, 


5. Aclaremos el teorema de D'Alembert con algunos ejemplos. 
Sea un torno simple sin masa de radios R, 7 (Fig. 171), del cual cuel- 
gan los pesos P y Q que no están en equilibrio. 
Descompongamos P en W que produciría en la 
masa libre el movimiento efectivo, y en V, es de- 
cir hacemos P = W + V, y de igual manera 
Q = W” + V”, prescindiendo de todo movimiento 
fuera del vertical. Es entonces V =P —W y V' = 
Q — W”, y como las fuerzas de vínculo V, V* están 
en equilibrio entre sí, será VR =— Vr. Sustituimos 
V, V” por sus valores, obteniendo la ecuación 

(P—WR=(Q—_Wr... 1) 
que se hubiera obtenido directamente aplicando el teorema de 
D'Alembert en su segunda forma. De las circunstancias del problema 
se réconoce fácilmente que se trata de una movimiento uniforme- 
mente acelerado, y que sólo nos falta determinar la aceleración. Si 
nos mantenemos en el sistema de medidas terrestres, tendremos que 


Fig 1, 


P A 
las fuerzas W y W”, originan en las masas — y — las aceleraciones j 
g g 
y 7, tales que W = —— jy W* =-——-]. Por otra parte, sabemos que 
9 g : 
. r ú 
=—j—. La ecuación 1) se transforma en la forma 
R 
P Q ro > 
(2 — R= (04 0) M0 ) 
g g R 
de la cual resulta 
PR-—Qr 
Rg, 
PR? + Q7? 
y además 
PR—Qr 
P RES T9, 
PR? 4 Qr 


con lo que el movimiento queda determinado. 
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Se ve fácilmente que llegaríamos al mismo resultado si se apli- 
can los conceptos de momento estático y de momento de inercia, 
Resulta entonces para la aceleración angular 


PR—OQr  : PR — Qr 
Y = A KA => AA 9, 
P -Q PR? + Qr? 
—-R2 + q2. 
g g 


y como j=R q; $' = —T q, se obtienen nuevamente las expresio- 
nes anteriores. Si las masas y las fuerzas son dadas, el problema de 
determinar el movimiento es determinado. Supongamos ahora que 
sea dada la aceleración j, con la que se mueve P y Se busquen las 
cargas P y Q que determinan esa aceleración. La ecuación 2) per- 
-Q(Rg +rj) 1 
(g—j) R? 
ción entre P y Q. De ahí que una de las dos cargas es arbitraria y 
el problema en esta forma es indeterminado, y puede ser resuelto de 
infinitas maneras, á 
El caso siguiente ofrece un segundo ejemplo. Un peso P móvil 
sobre una recta vertical AB está unido a un peso 
A Q mediante un hilo que pasa por una polea C (Fig. 
172). El hilo forma con AB el ángulo variable a. 
En este caso el movimiento no puede ser unifor- 
p memente acelerado. Pero si se consideran única. 
W mente movimientos verticales se pueden obtener 
3 
B 


mite obtener fácilmente P — 


, €s decir, una rela- 


muy fácilmnte para cada valor de a las acelera. 

ciones instantáneas j y de P y Q. Procediendo 

corno en el caso anterior encontramos P — W + V; 

Fig. 192, Q = W” +4 V”, además V” cos a — V O, por ser 
Y =— cos q, 


P 
0+—080.5) cos a =P ———¡ 
g g 
y de aquí 
fa P—Q cosa ne > P—Q cosa 
ss ERA y —P=— COS (. 
Q costa + P Q cos? a + P y 


sultado muy fácilmente, 
momento estático y de momento de 
£eneral, que de inmediato será com- 
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más rápidamente que P, por tanto su masa debe contarse cos? a, veces. 
La aceleración que adquiere P es entonces 


'*P—Qcosa P—Q cosa 

q. — _—_ — _—_—_—___——_— PQ —m— Y, 
P Q costa +P 

cos? a + — 

g g 


Lo mismo resulta para la correspondiente expresión de f. Este. 
método se funda en la simple observación que en el movimiento de - 
las masas la trayectoria es accesoria, y que en cambio lo esencial es 
la razón entre las velocidades o las aceleraciones. Esta ampliación 
del concepto de momento de inercia puede ser aplicada con ventaja. 


6. Después de habernos dado cuenta suficientemente de la apli- 
cación del teorema de D'Alembert, no es difícil aclarar el significa- 
do del mismo. Las cuestiones relativas al movimiento de puntos vin- 
culados se resuelven reduciéndolas a las experiencias, realizadas con- 
motivo de las investigaciones sobre el equilibrio, sobre las acciones 
recíprocas entre cuerpos vinculados. Cuando tales experiencias no 
son suficientes, ya no puede entrar en acción el teorema de D'Alem- 
bert como lo han mostrado claramente los ejemplos anteriores. No 
debe pues creerse que el teorema de D'Alembert sea un teorema 
general y que hace superfluas las experiencias particulares. Su bre- 
vedad y su sencillez aparente sólo se deben a su referencia a 
experiencias ya realizadas. Tampoco nos podemos ahorrar un co- 
nocimiento más exacto de la cosa fundado sobre experiencias más 
profundas. Debemos por lo contrario lograr este conocimiento,, 
ya por una investigación directa sobre el caso mismo, O ya 
transportando al caso presente el conocimiento adquirido en otro 
caso. Como lo muestran nuestros ejemplos, nada nos enseña efecti- 
vamente el teorema de D'Alembert que ya no hubiéramos conocido 
por otro camino. El teorema tiene el valor de un patrón, en la reso- 
lución de problemas, que nos exime, en cierta medida, del esfuerzo: 
de reflexionar sobre cada nuevo caso, permitiéndonos la aplicación 
de experiencias generalmente frecuentes y conocidas. El teorema no 
nos proporciona tanto la profundización del fenómeno, como el domi- 
nio práctico del mismo. Su valor es puramente económico. 

Si hemos resuelto un problema mediante el teorema de D'Alem- 
bert, podemos estar bien seguros respecto de las experiencias de 
equilibrio que encierra la aplicación del teorema. Pero si se desea | 
tener una idea perfectamente clara del fenómeno, es decir si se 
quieren reconocer en'él los elementos mecánicos más simples conoci- 
dos, debemos proseguir el estudio y sustituir a aquellas experiencias . 
de equilibrio, o bien las newtonianas (como ha ocurrido en la pág. 
209), o bien a las huygensianas. En el primer caso Se presentan a la 
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mente los movimientos acelerados que son condicionados por la ac- 
ción recíproca de los cuerpos. En el segundo caso se consideran di- 
rectamente los trabajos que dependen, según la concepción de Huy- 
gens, de las fuerzas vivas. Esta consideración es especialmente có- 
moda si se aplica el principio de los desplazamientos virtuales, expre- 
sando las condiciones de equilibrio del sistema V o P--—W. Entonces 
el teorema de D'Alembert expresa que la suma de los momentos 
virtuales del sistema V o del sistema P— W es igual a cero. En 
ese caso el trabajo elemental de las fuerzas de vínculo, si se prescinde 
de la dilatación de los vínculos, es igual a cero. Todos los trabajos 
son entonces ejecutados sólo por el sistema P, y el trabajo que se 
presenta del sistema W debe ser entonces igual al del sistema P. 
Todos los trabajos posibles, prescindiendo de las deformaciones de 
los vínculos, provienen de las fuerzas aplicadas. Como se ve en esta 
forma el teorema de D'Alembert no difiere esencialmente del teo- 
rema de las fuerzas vivas. : 


7. Para la aplicación del teorema de D'Alembert es cómodo des- 
componer cada fuerza P aplicada a la masa m en tres componentes 
X, Y, Z, perpendiculares entre sí y paralelas a los ejes de un siste- 
ma de coordenadas rectangulares, cada fuerza efectiva W en sus 
componentes correspondientes m E, m y, mY donde E, n, E significan 
las aceleraciones según las direcciones de los ejes, y cada desplaza- 
miento en sus tres desplazamiento $ ,0Y, 52. nn 

Como sólo entra en consideración el trabajo de cada componente 
de las fuerzas en el sentido de su propia dirección, el equilibrio del 
sistema (P,— W) está dado por 


ALA mE) d04 (Y —mm) dy + (Z—mt) 8] =0 1) 


o 
2[X 3x4 Y dy +Z02) = Em (Edr + n8y + 102) 2) 


Ambas ecuaciones son una expresión inmediata del teorema recién 
enunciado sobre el trabajo posible de las fuerzas aplicadas. Si ese 
trabajo = 0 resulta el caso especial del equilibrio. El principio de 
los desplazamientos Virtuales fluye como un caso especial de la ex- 
Presión dada por el teorema de D'Alembert, cosa que es totalmente 
“natural pues tanto en el caso general como en el caso especial, lo 
esencial es el conocimiento experimental del significado del trabajo. 

La ecuación 1 Proporciona las ecuaciones del movimiento nece- 


sarias, expresando el mayor número j 1 
S, posible de desplazamientos en 
función de algunos de ellos A 
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Si se han resuelto algunos problemas por el teorema de D'Alem- 
bert, por una parte se aprende a apreciar la comodidad del mismo, 
y por la otra se adquiere la convicción que en cada caso que así se 
exija, se puede también resolver con toda claridad y directamente 
el mismo problema, mediante consideraciones de procesos mecánicos 
y elementales llegándose al mismo resultado. La convicción de la 
posibilidad de esta realización, la torna inútil cada vez que Se persi- 
ga un objeto más práctico. 


6. El teorema de las fuerzas vivas 


1. Como es sabido, fué Huygens el primero que utilizó el teo- 

- rema de las fuerzas vivas. Con el fin de lograr una mayor generali- 
dad de la expresión, fué muy poco “lo que tuvieron que agregar 
Johann y Daniel Bernoulli. Si Pp, P”, p”.-., son los pesos, M, TM, 
m”..., las masas respectivas, h, P”, h”..., la profundidad de la caí- 


da de esas masas libres o vinculadas, y 0, VW, 0”.+-> las velocidades 


1 
adquiridas, existe la relación * ph = ca Y me?. 


Si las velocidades iniciales no fueran = 0, sino Vos DY O. 
entonces el teorema relaciona el incremento de las fuerzas vivas con 


el trabajo realizado y dice Y ph = Us Em (202). . 

El teorema sigue siendo aplicable, cuando Pp no es un peso sino 
una fuerza constante cualquiera, y h no es la altura de caída vertical, 
sino un camino cualquiera recorrido en el sentido de la fuerza. Si 
intervienen fuerzas variables, aparecen en lugar de las expreslo- 
nes ph, p'H?..., las expresiones f pds, f p'ds'..., en las que p signi- 
fica las fuerzas variables y ds los elementos de caminos recorridos 
en el sentido de las mismas. Es entonces 


1 B 
jar AD 


o sea 
1) 


2. Para aclarar el teorema de las fuerzas vivas € e 
ante todo los mismos ejemplos sencillos que hemos tratado mediante 


el teorema de D'Alembert. En un torno simple de radios R, r cuel- 
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gan los pesos P, Q (Fig. 173). En cuanto aparece un movimiento se 
produce un trabajo que es determinado por la fuerza viva adquirida. 
Si gira el dispositivo de un ángulo a, el trabajo realizado es 


P.Ra—Q.ra=a(PR—Qr). 


La fuerza viva engendrada, si al ángulo de rotación a correspon- 
de una velocidad angular adquirida pes 


2 2 
E A 
g 


Se tiene entonces la ecuación 


2 
a (PR—Qr) = =— (PR2 4 Qr?). 
g 


Como en este caso se trata de un movimien.- 
to uniformemente acelerado, existe entre el ángulo 
a, la velocidad angular adquirida y y la aceleración 
angular qp, la misma relación que existe en la caí- 
da libre entre s, v, y. Así como en la caída libre 

29 q? 
s sr aquí es a a Si se introduce este valor de a en la 
v Y q 


ecuación 1) se encuentra la aceleración angular 


PR— Qr 
= 8, 
PR? + Qr2 
y la aceleración absoluta de la carga P es entonces 
, PR—Qr 
Y = —————— Rg 
PR? 4 Qr2 


3. Como se 
de radi 


fe opuestas y que gira sin resbalar 
ación a, debido al peso de esas 
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+ Y = 180%, Las velocidades resultantes w y z satisfacen entonces 
a las ecuaciones . 


w? — u? 4 v2 — 2 uv cos $, 
22 —= 4? 4 0? — 2 u0 cos $, 
Pero como cos $ — — cos Y resulta 
w? + 22= 2 (ul 4- 02) 
o sea 


1 1 1 1 
—— mw? + mz? = —— 2 mu? + —-. 2 mv? — mu? + me?, 
2 


Si entonces gira el cilindro de un ángulo q, m describe en la rotación 
un camino T q, mientras el eje del cilindro se desplaza igualmente 


a 


db N 


u 
Fig. 124. Fig. 175. 


de 7 q. Como estos caminos están entre sí como las velocidades v 
y u, éstas también serán iguales. De ahí que la fuerza viva total 
se expresa por 2 mu?, Cuando el cilindro ha recorrido a lo largo del 
plano inclinado el camino 1 el trabajo realizado es 2 mgl sen a = 


= 2 mu?, de donde u = y gl sen a. Si se compara este resultado con 


la velocidad adquirida y 2 gl sen o, sobre un plano inclinado con 
resbalamiento, se ve que el dispositivo considerado se mueve sola- 
mente con la mitad de la aceleración del cuerpo que resbalaría en 
las mismas condiciones (sin tener en cuenta el frotamiento). Todas 
estas consideraciones no varían si se supone la masa uniformemente 
distribuida sobre la superficie del cilindro. Como se pueden hacer 
consideraciones semejantes para el caso de una esfera que rueda, 
se ve que desde el punto de vista cuantitativo, debe hacerse una co- 
rección en las experiencias sobre la caída realizadas por Galilei. 

Si ahora colocamos la masa m distribuida uniformemente sobre 
la superficie de un cilindro de radio R, rígidamente ligado al cilin- 
dro coaxial sin masa de radio r, que rueda sobre el plano inclinado, 

v R , 
— ——, El teorema de las fuerzas vivas 
u Y 


tendremos en este caso 
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nos da entonces . 


R2 
mgl sen a = —— mu? (1 4 —-), 
PA E q2. 
y A 
[2 glsen a 
u= R? 
1+ 
2 
R y 
Para ——= l la aceleración de caída vuelve a tomar el valor ante- 
Tr Y a se Z 
9 R 
rior ——, Para valores muy grandes de se hace muy pequeña 
9 j r. 
R 
la aceleración de caída y para = «o, ya no hay rodadura. 
o 1 


Como tercer ejemplo consideremos una cadena de longitud total 
L, y que en parte yace sobre un plano horizontal y en parte sobre 
un plano inclinado de ángulo de 


E elevación a (Fig. 176). Si ima- 
ginamos los planos perfectamen- 
te pulidos, la menor parte de ca- 

A dena que cuelgue arrastrará 
Pip. 176. consigo toda la cadena. Sea y 
la masa de la unidad de longi- 


tud y x el trozo que ya cuelga, entonces el teorema de las fuerzas 
vivas proporciona para la velocidad adquirida v la ecuación 


y lu? x q 
= YY Yg—— sena = 
2 E 3 ug 


sen a, 


asa y sen u 
e donde v—=x aa En este caso es entonces la velocidad 


pg ros proporcional al camino recorrido, Se verifica pues la mis- 
” <y que al principio Galilei había conjeturado como ley de caída. 


Estas consideraciones puede z A 
tes (pág. 212). p n por lo demás continuarse como an- 


4. ió : 
que se o lón 1 de las fuerzas vivas puede aplicarse siempre 
po zca la trayectoria completa del cuerpo móvil y la fuerza 

a €n Juego en cada elemento de camino. Pero se ha estable- 


(... . 
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. 
cido a través de trabajos de Euler, Daniel Bernoulli y Lagrange 
que hay casos en los que puede aplicarse el teorema de las fuerzas 
vivas sin conocer el recotrido del movimiento. Más tarde veremos 
cómo también Clairaut en esta dirección ha prestado importantes 
servicios. 

Ya Galilei sabía que la velocidad de un cuerpo pesado que cae 
depende sólo de la altura vertical lograda y no del camino o de la 
forma de la trayectoria recorrida. Huygens 
encontró que la fuerza viva de un sistema de 
masas pesadas dependía de la altura vertical 
de las masas. Euler progresó en el mismo 
sentido. Si un cuerpo K es atraído hacia un 
centro fijo C según una ley cualquiera, se 
puede calcular el incremento de la fuerza vi- 
va a lo largo de un acercamiento rectilíneo, 
desde la distancia inicial r, a la distancia 7, 
(Fig. 177 a). Pero tal incremento resulta el 
mismo, independientemente de la forma del 
camino KB, si K pasa de la distancia r, a la Fig. 1770. 
distancia 7,. Pues sólo intervienen los despla- 
zamientos radiales elementales, y entonces el valor resulta el mismo. 

Si K es atraído por varios centros fijos C, C*,C”... el incremento 
de la fuerza viva depende de las distancias iniciales Fo, To, To ++.» Y 
de las distancias finales 71, 11, 11”, -- ., €s decir de la posición inicial 
y de la posición final de K. Daniel Bernoulli ha proseguido estas con- 
sideraciones mostrando que también en las atracciones recíprocas de 
dos cuerpos móviles, la variación de la fuerza viva está determinada 
sólo por las posiciones iniciales y las posiciones finales de esos cuer- 
pos. Lagrange fué quien más contribuyó a la solución analitica de 
estos problemas. Si se une un punto de coordenadas a, b, e con un 
punto de coordenadas TI, Y, 2 y Se indica con 7 la longitud del segmen- 
to que los une y con a, f, y los ángulos que este segmento forma con 
los ejes x, Y, 2, se tiene de acuerdo a las consideraciones de Lagrange 


x—a dr y —b % dr : 
ES E ; cos $ = , o 
zZ—<c dr 
cos y = aa 
pues 2 — (2—a)2 4 (y—D)"+ (2 —c)?. 
aF (r) 


la fuerza entre ambos puntos, 


Si entonces es $ (r) = 
dr 
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* 
2.3 "naaa = OS 


sus componentes son 


A A , 
dF (r) dr aF (r) 
Y =$ (r) cosf$ = ———. —= > 


dr dy dy 


dF (r) dr aF (r) 
Z=]jf(r) cos y = ——. — = 
dr dz dz 


Es decir que las componentes de las fuerzas son las derivadas 
parciales de'una y la misma función de r, o de las coordenadas de 
los puntos atraídos. Si son varios los puntos que actúan entre sí 
resulta 


du du du 
X= Z 


dx dy dz 


donde U es una función de las coordenadas de los puntos, que más 
tarde fué llamada por Hamilton función de fuerza. 


Si con ayuda de estas ideas, y bajo las mismas hipótesis, trans- 
formamos la ecuación 1 para coordenadas rectangulares obtenemos 


1 
3 (X dx + Y dy + Z dz) iras (02 —v)), 


y por ser la expresión de la izquierda una diferencial exacta 


du du du : 
ES (—— d+ — dy + — de) = 
dx dy dz 


J 
=YNfdU=Y (U, — U,) = A sl 


una función y U, el valor inicial de la 
nadas. Esta ecuación ha encontrado 


en las circunstancias señaladas el traba 


fuerza viva, sólo dependen de la pos 
los cuerpos. 
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de nivel (o superficie de trabajo constante). Un movimiento sobre 
esa superficie no produce ningún trabajo. " 


7. El teorema de la constricción mínima 


1. Gauss ha enunciado (“Journal fúr Mathematik” de Crelle, 
Iv, 1829, pág. 233) una nueva ley de la mecánica: el teorema de la 
constricción mínima. Observa que en la forma que ha adoptado his- 
tóricamente la mecánica, la dinámica se funda sobre la estática (co- 
mo por ejemplo, el teorema de D'Alembert sobre el principio de los 
desplazamientos virtuales), mientras que en verdad debía esperarse 
que en una etapa superior de la ciencia, la estática no fuera sino un 
caso particular de la dinámica. El teorema de Gauss, del cual ahora 
hablaremos, es entonces de una índole tal que comprende al mismo 
tiempo los casos estáticos y dinámicos; y en este sentido satisface 
entonces a las exigencias de una estética, tanto lógica como cientí- 
fica. Ya ha sido observado que tal cosa ocurre en verdad también 
con el teorema de D'Alembert, dado por la forma de Lagrange O 
por la manera en que lo hemos considerado. Gauss observa que no 
es posible establecer un principio de la mecánica esencialmente 
nuevo, lo que no excluye la búsqueda de un nuevo punto de vista 
para encarar los procesos mecánicos. Uno de estos nuevos puntos de 
vista está dado en el teorema de Gauss. 


2. Sean m,mr,... masas vinculadas de una manera cualquiera 
(Fis. 177b). Si las masas fueran libres las fuerzas aplicadas le ha- 
rían recorrer, en un elemento de tiempo muy pequeño, los caminos 
ab, a b”,... mientras que, debido a los vínculos, ellas describen, en 
el mismo elemento de tiempo, los cami. 
nos ac, atc”,... ahora bien, según el teo- 


b 
rema de Gauss, el movimiento de los pun- 
tos vinculados se verifica de tal modo que E E 
en ese movimiento efectivo la suma 4 
EXXY/ ví 
6 a 


m (bc)? 4 mm (00 002+... — Y m (bc)? 

sea un mínimo, es decir menor que para 
cualquier otro movimiento co Fig. 177. 

con lós mismos vínculos. Cuando Cuai- 

quier movimiento da una suma S m (bc)? mayor que en el caso del 
reposo, entonces hay equilibrio. El teorema comprende entonces 
igualmente los casos estáticos y los casos dinámicos. , 

La suma Y m (bc)? puede llamarse brevemente suma de las 

desviaciones o la desviación del movimiento no impedido. Se ad- 
vierte de inmediato, que en la formación de la suma de Ea Sola 
ciones, no entran en consideración las. velocidades ie E e 
sistema, pues ellas no varían por la posición relativa de 4, D, C. 
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3. El nuevo teorema puede sustituir al de D'Alembert, y como 
Gauss mostró que puede deducirse de éste, queda demostrada la. 
equivalencia de ambos. Supongamos que las fuerzas aplicadas mue- 
van a la masa libre m, en un elemento de tiempo, según ab, mien- 

tras que las fuerzas efectivas, debido a los víncu- 

b los, lo hagan al mismo tiempo según ac. Des- 

de - compongamos ab en ac y cb (Fig. 178) y haga- 

SA mos lo mismo para todas las masas. Las fuerzas 

' que corresponden a los caminos cb, c'b”,... y que 

Fig. 178, son proporcionales a los mismos no actúan en 

0) virtud de los vínculos y por lo tanto son man- 

tenidas en equilibrio por los vínculos. Si damos a las posiciones 

finales ce, e”, c”,... los desplazamientos virtuales cy, c'y”,... que for- 

man con cb” cb”... los ángulos Y, Y... se puede aplicar el prin- 

cipio de los desplazamientos virtuales pues las fuerzas proporciona- 

les a cb, c'b”,... están (de acuerdo al teorema de D'Alembert) en 
equilibrio. Es entonces 


2m.cb.cycost<0 1) 
Por otra parte tenemos 
(b y)? = (be)? + (ce y)? —2 be. e y cos $ 
(0 y)?— (bc)? = (c y)? —2bc.c y cos $ 
23M (db y)?— E m (bc)? Em (c y)?—2 2 m. bc.c y cos $ 2) 


Como, de acuerdo a 1, el segundo término del miembro de la 
derecha de la ecuación 2 solo puede ser —0 o negativo, por ser ese 
miembro una diferencia, la suma Y m (e y)? no puede disminuir sino 
sólo aumentar, entonces el primer miembro de 2 será siempre posi- 
tivo y por tanto 3 m (b y)? siempre mayor que Y m (bc)?, es decir 
que toda desviación imaginable, en los movimientos compatibles con 
los vínculos, es siempre mayor que aquella que tiene lugar efectiva- 
mente, 

4. Si indicamos por brevedad con s a la desviación be para un 
elemento de tiempo muy pequeño tr, observemos con Scheffler 
y 


> 


(“Zeitschrift fiir Mathematik” de Schlómilch, II, 197) que s = 


donde y es la aceleración, 


. con lo que la suma de las desviaciones 
YE ms? también puede pone 


rse en la forma 


y NS 
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donde p representa la fuerza que desviaría el movimiento libre. Co- 
mo. el factor constante no tiene ninguna influencia sobre la deter- 
binación del mínimo, puede decirse que el movimiento tendrá lugar 
siempre que 


Y ms? D 
o S ps 2) 
o 2 my 3) 


sea un mínimo. 


5. Apliquemos ante todo la tercera de estas fórmulas en el 
tratamiento de algunos ejemplos. Como primer ejemplo elijamos 
nuevamente el movimiento de un torno simple de- 
bido a un exceso de peso con las notaciones ya uti- 
ÓN lizadas frecuentemente (Fig. 179). Deben pues de- 
MY terminarse las aceleraciones efectivas y de Py y 

de Q, de tal manera que 


P Q T 
Pl Ja —(g—y?+— (+1 JP =8N 
Fi g g R 
Fig. 179, e 
E o r 
sea un mínimo, o, por ser y! = — ade que 


P Q r 
—(g—y+— (+17 PP =N 
g g R 


adopte su valor mínimo. Haciendo para ello 


an 2P 2Q T 
— =-=— (9-10 + > (9+v7)=0, 
dy 9 R R 
PR — Qr a . 
se. encuentra y — Rg, como en los métodos anteriores 
PR? + Qr? 


al tratar el mismo problema. 


El movimiento de caída por un plano inclinado ofrece un se- 
gundo ejemplo. Aquí aplicaremos la primera forma Ems. Como 
se trata de una sola masa busquemos aquella aceleración de caída 
y por el plano inclinado para la cual el cuadrado del camino des- 
viado (s?) sea un mínimo. Sea (Fig. 180) 


Pr» 2 Pp E 
anote (o 2y (otro) 
2 2 2 2 
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d (s2) 


d y 
constantes, 2y —2gsena=0 o Y = y sen a, resultado cono- 
cido a través de las investigaciones de Galilei. 


e 


Fig. 180. Fig. 181 


y haciendo 


= O, encontramos, no tomando en cuenta factores 


£ 


43 


El siguiente ejemplo muestra como el teorema de Gauss com- 
prende también casos de equilibrio. Las masas pesadas m, m' se en- 
cuentran en los extremos de los brazos de palanca a, q? (Fig. 181). 
El teorema exige que m (g— y)2 + mT (9— y)? sea un mínimo, 


a 
Pero y = — y—, y si las masas son inversamente proporcionales a 
a 
m o m 
los brazos de palanca ——= — será y =—y—, Por tanto 
m a m 


m (9— y)? + m +1 )=s 
m 


dN 
dy 


deberá ser un mínimo. De la ecuación = O, resulta 


m 
m(1+ yo osea y=0. 
m' 


Por tanto el equilibrio ofrece en este caso la mínima desviación 
respecto del movimiento libre. 


Si dos o más 
» Se produce el movimiento con la 
movimiento de lós sistemas des- 


se Si, por ejemplo, Se reunen varios péndulos simples en un pén- 
S e compuesto lineal, éste oscila con la mínima desviación respecto 
e los movimientos de los péndulos individuales. Para una elon- 


£ación a el péndulo simple tiene en su trayectoria una aceleración 
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g sen a (Fig. 182). Si con y sen a se indica la aceleración que corres- 
ponde con la misma elongación al punto del péndulo compuesto 
situado a la distancia 1 del eje, entonces Y m (g sen a —T y sen a)? 
_ 02m (g—T y)? debe ser un mínimo. Será entonces 


S mr 


Y mr 


2Zmig—ry)r=0 y y=9 


El problema se resuelve así de la manera más simple, pe- 
ro sin duda esto es debido a que en el teorema de Gauss 
están contenidas todas las experiencias reunidas, con el 
correr de los tiempos, por Huygens, Bernoulli y otros. 


6. El aumento de desviación respecto del movimiento libre, 
por cada nueva constricción aplicada, se puede aclarar con los si- 
guientes ejemplos. Por dos poleas fijas A y B y por una polea 
móvil C, pasa un hilo en cuyos extremos cuelgan las cargas P, 
mientras que de la polea móvil cuelga el peso 2P 4-p (Fig. 183). 


Fig. 182. . 


Pp 
La polea móvil desciende pues con la aceleración ———— Y. Si se 
4P+p 
fija la polea A, se introduce en el sistema una nueva constricción 
y la desviación respecto del movimiento libre au- 
menta. Como la carga que cuelga de B se mueve 
ahora con velocidad doble debe por tanto consi- 
derarse como de masa cuádruple. La polea móvil 


p 
desciende entonces con la aceleración g 
6P+p 
Un cálculo fácil demuestra que en el segun- 2P+p 
do caso la suma de las desviaciones es mayor que Fig. 183, 


en el primero. 

Un número n de pesos iguales p, yacen en un plano horizon- 
tal pulido fijadas a n poleas móviles sobre las cuales pasa un hilo 
en la forma indicada en la figura 184, y en cuya extremidad libre 
está cargado con el peso p. Según sean móviles todas las poleas 
o que todas excepto una estén fijas, se obtiene para la última la 


án 4 . 
aceleración ———— g ó — g, en virtud de las relaciones de las ve- 


l+4n 
locidades de las masas respecto a la de la móvil p. Si todas las 
n + 1 masas son móviles, la suma de las desviaciones toma el valor 
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pg 
4m+1 


móviles, 


Eo 


P ? 


Fig. 18£. 
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tanto mayor cuanto menor es el número n de masas 


7. Imaginemos un cuerpo de peso Q mó- 
vil sobre poleas en un plano horizontal y li- 
mitado por un plano inclinado. Sobre el plano 
inclinado descansa un cuerpo de peso P. Se 
reconoce instintivamente que P desciende con 
mayor aceleración cuando Q se mueve y le 
facilita su movimiento de caída, que cuan- 
do Q está fijo y ese movimiento está más im- 
pedido. A la altura h de caída de P, corres- 
zonden una velocidad horizontal u y una ve- 
locidad horizontal w de Q. Debido a la con- 
servación de la cantidad de movimiento en 
el movimiento horizontal (en el que actúan 


sólo las fuerzas interiores) es Pv — Qw, y por razones que se ven 
claramente (Fig. 185) u — (v + w) tg a. 


P 


Fig. 185, 


Las velocidades son entonces 


u=u 
v= ctga.u, 
P+ 
P 
w= ctga.u. 
P 


DS Con respecto al trabajo realizado Ph el teorema de las fuerzas 
. Vivas proporciona la ecuación 


Pa Pp 


92 yg lr+Q 


Factoreando por 


24 Q P 2 2 
ctga) Jrs ple ctga ) —. 
2 gWP+Q 2 


ctg? a, y simplificando se obtiene 
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Q cos? a y? 
gh =1 1 4 —— —_— ) — 
P+Q sera 2 
Para encontrar la aceleración vertical y, con la cual se recorre 
au? 
la altura de caída h observemos que h = ——. Llevando este valor 
2 y 
de h en la última ecuación se encuentra 


(P + Q) sen? a 
o P sen? a + Q 


Para Q= o, €s y = yg sen? q, como sobre un plano inclinado 
fijo. Para Q = O, es y — Y como en la caída libre. Para un valor 
finito de Q = mP se obtiene 


(1 + m) senta 


, 


Y == 9 > 9 senta 
sen? q ym 
14m 
pues >1l. 
sen? a + m 


Por tanto considerando a Q como una nueva constricción, 4u- 
menta la desviación respecto del movimiento libre. 

En este ejemplo, para obtener el valor de y, hemos aplicado el 
teorema de la conservación de la cantidad de movimiento y el 
teorema de las fuerzas vivas. Aplicando el teorema de Gauss, se 
trataría el caso de la siguiente manera. Sean y, Ó, £, las acelera- 
ciones correspondientes a las velocidades indicadas con 4, 0, W. si 
se tiene en cuenta que en el estado libre el cuerpo P sólo tendría 
la aceleración vertical g, mientras las otras tomarían el valor — 0, 


P P Q : > 
tendremos que — (g—y)2 48% + —**= N deberá ser un mi- 
g g 
nimo. Pero el problema sólo tiene sentido si los cuerpos P y Q están 
en contacto, es decir mientras y = (3 +) tg a, de donde | 


P P 0, 
N=— (g— (06 +€) tg0)?4—9*+—eé!. 
g g g 


Tomando las derivadas parciales respecto de cada una de las dos 
variables independientes $ y €, Se encuentra 

dN dN 
=0 y 
dd de 


— (g —(8 + e) tg a) Ptya+P5=0 
y — (9— (8 +e) tg a) Piga+Qe=0 


=0 o sea 
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De estas dos ecuaciones sigue de inmediato PÁá—Q e y final- 
mente para y el “mismo valor que hemos obtenido antes. 

Queremos aún considerar el mismo problema desde otro punto 
de vista. El cuerpo P recorre un camino s que forma un ángulo $ 
con el horizonte y cuyas componentes horizontal y vertical sean v y 
u, mientras Q describe un camino horizontal w. La componente de 
la fuerza que actúa según la dirección de s es Psenfí y por tanto 
la aceleración en esa dirección, tomando en consideración las velo- 
tidades relativas del movimiento de los cuerpos P y Q, es 


P sen $ 


P Q wm y? 
a) 
g g $ 
Si ahora se consideran las ecuaciones que se obtienen inmedia- 
tamente 


Qw —=Pv 
v=scosf 
u=0tg f, 
se encuentra para la aceleración según s, 
Q sen B 
Q +4P cos? B 
y la correspondiente aceleración vertical 
Q sen? $ 
Q +Pcos? BB 


expresión que adopta nuevamente la forma anterior si se sustituyen 
las funciones angulares de $ por las de a, teniendo en cuenta la ecua- 
ción ya obtenida u — (v + w) tg a. Con ayuda pues del concepto 
ampliado de momento de inercia hemos llegado al mismo resultado, 

Finalmente queremos tratar el mismo problema de la manera 
más directa. El cuerpo P cae sobre el plano inclinado no como en la 
caída libre con la aceleración vertical g, sino con la aceleración ver- 


9, 


. P ps 
tical y. Sufre entonces Una reacción vertical] —— (g — y). Pero 


como P y Q, 


sí mediante prescindiendo del frotamiento, sólo pueden actuar entre 


una presión S normal al plano inclinado será 
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P 
—— (9—y) =8S cosa 
g 
y 
Q P. 
S sen a = — e =——3. 
g g 


De esto sigue 

P Q 
(9 — y) =— e ctg a 
g  . 9 


y con ayuda de y — (8 + e) tg a, se obtiene finalmente como antes 


(PQ) sena 


A 1) 
P senta +Q 
Q sen a cos a 
$ = ———————— 9 2) 
Psenta+Q 
P sen acosa 
E= 3) 
P sen? a + Q 
Si hacemos P =— Q y a= 45%, encontramos para este caso parti- 
2 1 1 P 
cular y =—9, 5=—9; e=-—9. Para —=-—G=l se encuentra 
3 3 9 g 
g? 
que la suma de las desviaciones = —. Si P se moviera sobre un 
2 


=Y 
plano inclinado fijo de inclinación f tal que tg B= ru su trayecto- 


ria sería la misma que si se moviera sobre el plano inclinado móvil 
2 


y la suma de las desviaciones sería —. Pero entonces de hecho 
5 , 


sería trabado menos que si lograra la misma aceleración mediante el 
desplazamiento de Q. 

8. Los ejemplos tratados nos advierten desde ya que el teorema 
de Gauss no ofrece ningún punto de vista esencialmente nuevo. Si se 
aplica la tercera forma del teorema, descomponiendo todas las fuer- 
zas y las aceleraciones según las tres direcciones de las coordenadas 
perpendiculares entre sí y se asigna a las letras el mismo significado 
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dado e nla ecuación 1 (Pag. 294) aparece, en lugar de la suma de 
las desviaciones 23 mM y? la expresión 


a id o 


y en virtud de la condición de mínimo 


aaa) (Ea 


o 3(A—mE dE + (Y—mm) di + (Z—mt) at |=0. 


No, 

Si no existen vínculos haciendo = 0 los coeficientes de d E, d n, 
at, en este caso arbitrarios, nos proporcionan las ecuaciones del 
movimiento. Pero si existen vínculos entonces tendremos entre 
dE, dn, dí las mismas relaciones que teníamos antes en la ecuación 
1 (jág. 294) entre 3 x,5 4,52. Las ecuaciones del movimiento serán 
las mismas como lo mostraron de inmediato el tratamiento de los 
mismos ejemplos por los teoremas de D'Alembert y de Gauss. El 
primer teorema nos da las ecuaciones del movimiento de inmediato, 
mientras el segundo lo hace por diferenciación. Si se busca una 
expresión cuya diferencial sea la ecuación de D'Alembert, se encuen- 
tra sin más el teorema de Gauss. Este teorema es entonces sólo nue- 
vo en la forma y no en la cosa. También la ventaja de incluir pro- 
blemas estáticos y dinámicos no es mayor, frente a la forma de 
Lagrange del teorema de D'Alembert, como ya lo hemos puesto de 
manifiesto. No hay que buscar un fundamento místico o metafísico 
del teorema de Gauss. Si también la expresión “constricción mínima” 
es muy adecuada, debemos de inmediato sentir que el nombre no 
trae consigo su comprensión. La respuesta a la cuestión respecto de 
qué constricción se trata, no debe ser buscada en la metafísica, sino 
exclusivamente en los hechos. La expresión 2 de la pág. 29 o la 4 
de esta página, que deben ser un mínimo, representan el trabajo que 
en un tiempo elemental produce la desviación del movimiento 
ligado respecto del movimiento libre. Es este trabajo de la desviación, 
E e en el movimiento efectivo es el menor entre todos los concebi- 

9. Si hemos reconocido el trabajo como factor determinante del 
Enri epa AOS el significado del principio de los 
rr pe a en a sentido que no debemos esperar 
noceremos sin mayor so ce e producir trabajo, entonces reco- 
que puede ser realizado e al el dere api ad prada 
Dann calado Te a pp da emento de tiempo, también es ejec- 

. ución del trabajo debido a los víncu- 
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los en un tiempo elemental se limita entonces a la parte destruida 
debido a su contratrabajo. Encontramos entonces simplemente un 
nuevo aspecto de un hecho ya conocido. 

Estas relaciones se presentan ya en los casos más simples. Sean 
dos masas m y m en A, sometidas una a la fuerza p y otra a la fuerza 
q (Fig. 186). Si se unen entre sí, entonces la masa 
2 m estará sometida a la fuerza resultante Tr. Si AC 
y AB representan los caminos recorridos por las ma- 
sas libres en un elemento de tiempo, entonces el ca- 

1 
mino de la masa reunida (doble) será AO —= ——— AD. 
2 
, 
La suma de las desviaciones es m (OB +4 OC). Sim- 
ples consideraciones geométricas, muestran que ella es 
“menor que si la masa al final del elemento de tiempo 
se encontrara en M, o en cualquier otro punto fuera de 
BC como N. Esa suma es proporcional a la expresión 


1 
—— (p? + q? + 2 pq cos $) que se reduce a 2 p? para fuerzas igua- 
2 


les y opuestas y se anula para fuerzas iguales y del mismo sentido. 

Sean dos fuerzas p y q aplicadas a la misma masa. Descompon- 
gamos la fuerza q en r y s, paralela y perpendicular a la dirección 
de p. Los trabajos en un elemento de tiempo son proporcionales a 
los cuadrados de las fuerzas y, si no hay vínculos, se expresaran por 
py q=p2 41248? Si ahora T €s directamente opuesta a DP 
aparece una disminución de trabajo y la suma es (p—r)? dd 
Entonces, las propiedades que el teorema de Gauss pone de relieve, 
ya residen en el principio de la composición de las fuerzas o en 
el de la independencia mutua de las fuerzas. Esto se reconoce Si se 
imagina que todas las aceleraciones se realizan simultáneamente. 
Si se deja de lado la forma vaga de su expresión en palabras, desapa- 
rece también la impresión metafísica del teorema. Vemos los hechos 
sencillamente y nos desilusionamos, pero también la cuestión se ha 
aclarado. j 

10. Las explicaciones aquí dadas del teorema de Gauss están en 
su mayor parte contenidas en la.ya citada memoria de da 
Aquellas concepciones de Scheffler con las cuales no está pa 
totalmente de acuerdo han sido aquí tácitamente pida A 
por ejemplo, no podemos aceptar como nuevo el principio e ee 
mismo propone, pues es idéntico, tanto en la forma como en 
nificado, con el de D'Alembert-Lagrange. 
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Investigaciones profundas sobre el principio de Gauss, contie- 
ne la memoria de Lipschitz “Bemerkungen zu dem Prinzip des 
kleinsten Zwanges” (Borchardát, Journal f. reine u. angew. Mathe- 
matik, LXXXII, 1877, pág. 316). En cambio se encuentran muchos 
ejemplos elementales en K. Hollefreuna, “Anwendungen des Gaus- 
schen Prinzips vom kleinsten Zwange”. (Berlín, 1897). Sobre este 
principio y afines, véase en los Ostwalds Klassiker, el N? 167; 
“Abhandlungen liber die Prinzipien der Mechanik von Lagrange, 
Rodríguez, Jacobi und Gauss, herausgegeben von Philipp E. B. Jour- 
dain” (Leipzig, 1908). Las notas de Jourdain de las págs. 31-68 van 


más allá de la primera orientación que constituye el objeto de este 
libro elemental. 


11. Lo que se dijo en el parágrafo 9 exige algún complemento. 
Si las masas del sistema no poseen ninguna velocidad “los movi- 
mientos efectivos sólo aparecen en el sentido de los trabajos posi- 


principio de máximo de Ostwald (“Lehrbuch d. allgem. Chemie”, 
Il, 1, 1892, pág. 37), según la excelente observación, generalmente 


ore: » » €n contra de la concepción de 
Helm (“Die Energetik”, 1898, pág. 205-252), apenas podrá levan- 
tarse una objeción import. á 


d. Wiener. Akad., Diciembre 1873), así co 
Mecánica”, especialmente pág. 212 y siguientes, 


8. El teorema de la acción mínima 


1. Maupertuis enunció un teorem 


e a (1747 ó “princi 
de la moindre quantité d'action” o ano lia 


» Principio de la acción mínima. 
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Principio que, según él, caracterizaba particularmente la sabiduría 
del Creador. Como medida de la acción consideraba al producto de 
la masa por la velocidad y por el camino de un cuerpo, mus, cierta- 
mente sin ver por qué. Bajo la masa y la velocidad pueden compren- 
derse magnitudes determinadas, pero no ocurre lo mismo con el 
camino si no se da en que tiempo está recorrido. Y si se toma la 
unidad de tiempo entonces la distinción entre velocidad y camino, 
en los casos tratados por Maupertuis, es especiosa. Parece que Mau- 
pertuis llegara a esta expresión vaga en virtud de una confusión 
mental entre las fuerzas vivas y el principio de los desplazamientos 
virtuales, y cuya falta de claridad resaltará aún más a través de 
algunos detalles. 


2. Veamos como Maupertuis aplica su principio. Sean M, m dos 
masas inelásticas, cuyas velocidades, antes del choque, sean C y €, y u 
la velocidad común, después del choque. Maupertuis exige, tomando 
en este caso velocidades en lugar de caminos, que la “acción” sea 
mínima al variar las velocidades en el choque. Entonces 


M (C—u)? 4 m (c—u)? 
ha de ser un mínimo, por tanto 
M(C—u) + m(c—u) =0 
de donde sigue 
MC + mc 
Mm 


Para el caso del choque de masas elásticas tendremos, con igual 
notación, y adoptando como velocidades después del choque V y U 
que 


M(C—V)2 + m (e —0)?2 
ha de ser un mínimo, de donde 
M (C—V) dV + m (c—v) dv =0 1) 


Si se tiene en cuenta que la velocidad de acercamiento entre 
ambas masas, antes del choque, debe ser igual a la velocidad de ale- 
jamiento, después del choque, tendremos 


C—e=— (V—0) 
C4V—(c40)=0 2 


4 dV—dv=0 3) 
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La combinación de las ecuaciones 1, 2 y 3 permite obtener muy 
fácilmente las expresiones conocidas para V y Y. Como se ve estos 
dos casos pueden concebirse como fenómenos en los que la reacción 
produce una variación mínima de la fuerza viva, es decir un contra- 
trabajo mínimo. Por tanto se cae en el principio de Gauss. 

3. De una manera peculiar Maupertuis deduce la ley de la pa- 
lanca. En una barra a se encuentran dos masas M y m a distancias 
T y 4— 1 del centro de rotación (Fig. 187). Si se somete la barra 
a una rotación las velocidades y los caminos de los brazos de palan- 
ca son proporcionales y 


Mx? + m (a—x)?2 


a 
M/ ¿In ha de ser un mínimo, o 
XK aX Mx—m (a—x)=0 
Fig. 187. de donde resulta 
ma 
x= 
M+Hm 


que es efectivamente lo que se obtiene en el caso de equilibrio. No 
obstante, tenemos que observar en primer lugar que masas sin peso 
y sin fuerzas como tácitamente supone Maupertuis, están siempre 
en equilibrio; y en segundo lugar que de la demostración pareciera 
deducirse que el principio de la acción mínima sólo se cumple en 
el caso de equilibrio, lo que sin duda no estaba en el pensamiento 
del autor. 

Si se quisiera poner la consideración de este caso en la mejor 
concordancia posible con el anterior, debería suponerse que el movi- 
miento de las masas pesadas M y Mm lleva consigo la mínima varia- 


con a y b los brazos de palanca, con u y Y las velocidades adquiridas 
en la unidad de tiempo y con 9 la aceleración de la gravedad 
M (9—U)2 Y m (g —vy2 
deberá ser un mínimo, o 
M (9g—u) du +m (g—v) de =0 
y debido al vínculo de la palanca 


u v a 
E A 
y de estas ecuaciones se deduce en seguida 
Ma — mb Ma — mb 


u=a 


Ma? + mb? 
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que en el caso de equilibrio u — v =0 dan 
Ma —mb —=0.: 


Se ve entonces que en cuanto se la corrija un poco, también 
esta demostración conduce al principio de Gauss, 


4. Maupertuis trató también la propagación de la luz a su ma- 
nera, siguiendo las huellas de Fermat y Leibniz, pero en este caso 
toma la acción mínima en un sentido totalmente distinto. Para la 
refracción debe ser mínimo la expresión m.AR-+n.RB, donde 
AR y RB son los caminos recorridos por la luz en el primero y en 
el segundo medio, y m y N representan las velocidades correspon- 
dientes (Fig. 188). Si se determina R de acuerdo a las condiciones 
de mínimo sin duda se obtiene 


sen a n 
= —— = Const. 
sen B m 


Sólo que antes la “acción” consistía en la variación de la expresión 
masa X velocidad X camino, mientras que ahora consiste en la suma 
de las mismas. Antes se tomaba en consi- 

deración el camino recorrido en la unidad Á 


de tiempo, ahora el camino recorrido total. sn I 
! 1 


R 


¿Por qué no tomar el mínimo de m . AR — 
— nRB, o de (m — n) (AR — RB)? Agre- 
guemos todavía que aun con la concepción 
de Maupertuis, se presentan los valores re- 
cíprocos de las velocidades de la luz, en lugar 
de los reales. Fio. 188 

Como se ve, no se trata propiamente de a 
un principio de Maupertuis, sino solamente de una vaga fórmula sima 
bólica que, mediante una gran imprecisión y alguna violencia, pone 
de acuerdo a distintos casos conocidos. Fué necesario entrar en algu- 
nos detalles, pues esta contribución de Maupertuis todavía está rodea- 
da de una cierta aureola histórica. Casi pareciera que algo de las 
creencias religiosas de la iglesia, hubiera penetrado en la mecánica. 
No obstante no haber tenido Maupertuis la potencia necesaria, su 
esfuerzo en pos de un mayor esclarecimiento de las cosas, no quedó 
totalmente sin éxito. Euler y quizá también Gauss fueron sin duda 
estimulados por sus investigaciones. 

5. Según Euler, los fenómenos naturales pueden € 


a inali i colocamos 
ya por sus causas eficientes, ya por su finalidad. E pe  cque 
en este último punto de vista se A iio Sn duda 

E o ] 
todo fenómeno natural presenta un ¡ico e minimo mé diante 


sería difícil determinar la índole de este má 


omprenderse 
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consideraciones metafísicas. Pero sí, por ejemplo, se resuelven los 
problemas mecánicos de la manera ordinaria, se puede, poniendo en 
ello la suficiente atención, encontrar cuál es la expresión que en 
todos los easos llega a ser un máximo o un mínimo. Euler entonces 
no fué inducido a error por su propensión metafísica y procedió mu- 
cho más científicamente que Maupertuis.: Para ello busca una ex- 
presión tal que si su variación es — 0 proporcione las ecuaciones de 
la mecánica, ' 

Para un solo cuerpo que se mueve bajo la influencia de fuerzas, 
Euler encontró la expresión buscada en la forma SJ vuds, donde ds 
€s el elemento de camino y v la velocidad respectiva. Esta expre- 
sión, precisamente, para el camino que el cuerpo efectivamente re- 
Corre, es menor que para cualquier otra trayectoria infinitamente 
próxima que el cuerpo estuviera obligado a recorrer con los mismos 
puntos inicial y final. Se puede entonces inversamente, cuando se 
busca la trayectoria, determinar esa trayectoria como aquélla que 
hace mínimo f vds. Claro que la determinación de hacer mínimo 
$ vds, sólo tiene sentido, cosa que Euler admitió como evidente, si v 
depende de la posición del elemento ds, es decir, cuando para la 
fuerza que actúa es válido el teorema de las fuerzas vivas o existe 
una función de fuerza, es decir si v es simplemente función de las 


coordenadas. Para el movimiento en un plano la expresión tomaría 
entonces la forma 


ñ dy 
So (x.y) Vis 7) as 
dx 


En los casos más sencillos es fácil probar el teorema de Euler. Si 
no actúa fuerza alguna, entonces v es constante y la trayectoria es 
Una recta, para la cual f vds =v Sds, es evidentemente menor que 
para cualquier otra curva entre los mismos extre- 
mos. De igual manera, un cuerpo que se mueva 
sin fuerzas sobre una superficie curva sin frota- 
miento, conserva su velocidad y describe sobre la 
superficie la línea más corta. 

Consideremos el movimiento de un cuerpo 
lanzado según una parábola ABC (Fig. 189), 
veremos que también para ella $ uds es menor 
que para cualquier otra curva próxima y has- 
ta para la recta ADC, que une los mismos extre- 
mos. Aquí la velocidad depende solamente de 


OC. Dividamos estas curvas mediante un si 
tales en elementos Correspondientes: para la parte superior AD de la 
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recta los elementos son menores que los correspondientes de la pa- 
rábola que deben multiplicarse por el mismo valor de %, mientras 
en las partes inferiores DC y BC las cosas se invierten, pero como en 
estas partes los valores de Y que entran en juego son los mayores, se 
explica entonces que para ABC la suma sea menor. 

Tomemos Á como origen de coordenadas y contemos las abscisas 
x verticalmente y positivas hacia abajo, y llamemos y las correspon- 
dientes ordenadas perpendiculares; entonces 


e PP dy 2 
Sfov29(a+ 12) 1+ — ) dí 
de 
deberá ser un mínimo, donde g representa la aceleración de la gra- 


vedad y a la altura de caída correspondiente a la velocidad inicial. 
El cálculo de las variaciones da como condición del mínimo 


v 29(141) 


dx 
== 
Va (E) 
BS dx 
dy C 
Oo sea A 7» 
dx V 29 (a + 3) —C? 
C dz 


vale decir u=/ A ARA 
vV 29 (a + x) —C? 


E IS j 
y en definitiva y=— yv 29 (a +2) —C*4C, 
g 


siendo C y C” constantes de integración que toman los valores 
Pa dx 
C= y 2ga y C*=0, si para x=0,——=0 e y =0, con lo que 
dy 
y =2 y az, obteniéndose entonces de esta manera la conocida tra- 
yectoria parabólica. 

6. Más tarde Lagrange ha destacado expresamente que el Ea 
rema de Euler sólo es aplicable en aquellos casos en los que de v A 
el teorema de las fuerzas vivas. Jacobi mostró que en verda: Pass 
puede afirmar que para el movimiento efectivo S vds sea un min h 
sino solamente que la variación de esa expresión es =0 al pasar 
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una trayectoria infinitamente próxima. Estas condiciones en general 
coinciden con las de un máximo o un mínimo, pero puede ocurrir 
también que no haya ni máximo ni mínimo, de tal manera que la 
propiedad del mínimo está condicionada. Por ejemplo, si un cuerpo 
se mueve sobre una superficie esférica, merced a un impulso describe 
un círculo máximo, que es en general la línea más corta. Pero si la 
longitud del arco de círculo máximo supera los 180%, se puede 
fácilmente demostrar que hay trayectorias infinitamente próximas 
más cortas entre los mismos extremos. 


7. Hasta aquí, sólo se ha mostrado que las ecuaciones ordina- 
rias del movimiento se obtienen anulando la variación de fvds. 
Ahora bien, como las propiedades del movimiento de los cuerpos o 
de sus trayectorias respectivas se pueden siempre definir anulando 
expresiones diferenciales y, por otra parte, la condición de anulación 
de la variación de una expresión integral conduce también a expre- 
siones diferenciales que deben anularse; pueden entonces sin duda 
imaginarse muchas otras expresiones integrales, cuya variación pro- 
porcione las ordinarias ecuaciones del movimiento, sin que por ello 
esas expresiones integrales deban tener un significado físico especial. 


8. Con todo no deja de ser notable que una expresión tan simple 
como fvds posea esta propiedad; tratemos entonces de determinar 
el significado físico de la misma, Para ello nos serán muy útiles las 
analogías entre el movimiento de las masas y el equilibrio funicular 
que han sido observadas respectivamente por Johann Bernoulli y 
Móbius. 

Un cuerpo sobre el que no actúa ninguna fuerza y, por tanto, 
conserva su velocidad y su dirección, describe una recta, Un rayo de 
luz en un medio homogéneo (de igual índice de refracción en todas 
partes) describe una recta. Un hilo, en cuyas extremidades y única- 
mente en ellas se aplican fuerzas, toma la forma de una recta. 

Un cuerpo que se mueve sobre una trayectoria curva de A hasta 
B y cuya velocidad v — q (x, y, 2) depende de las coordenadas, des- 
cribe entre A y B una curva para la cual en general fvds es un 
minimo. Esa misma curva puede ser recorrida de A hasta B, por un 
rayo de luz si el índice de refracción del medio n — y (1,y,z) es la 
misma función de las coordenadas, en cuyo caso $ nds es un mínimo. 
Finalmente, esa misma curva es la forma adoptada por un hilo que 
va de A hasta B, si sus tensiones están dadas por la anterior función 
de las coordenadas S — q (x, y, z) en cuyo caso es $ Sds un mínimo. 

De la siguiente manera se puede fácilmente obtener, de un caso 
de equilibrio de hilos, el caso correspondiente de movimiento de ma- 
sas. Sea un elemento ds de un hilo, sobre el cual actúan: en ambos 
extremos las tensiones S, S”, y además la fuerza P ds si P es la fuerza 
que actúa sobre la unidad de longitud del hilo. Estas tres fuerzas, 
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que en magnitud y dirección están representadas por BA, BC, BD 
(Fig. 190), están en equilibrio. Si ahora interviene un cuerpo que 
recorra el elemento ds con una velocidad Y, representada en magni- 
tud y dirección por AB, y que recibe la velo- 

cidad componente BF' — — BD, el cuerpo pro- 

seguirá con la velocidad v” = BC. SiQ es A F 

una fuerza aceleradora opuesta P, que impri- 

me en la unidad de tiempo la aceleración Q, 

el incremento de velocidad será para la uni- ( 


dad de longitud del hilo — y para el elemento 
v D E 


ds del hilo — ds. El movimiento se verificará Poda: 


v 
según la curva del hilo, si entre la fuerza P y la tensión $ del hilo 
por una parte, y la fuerza aceleradora Q que se aplica -a la masa 
y su velocidad v por la otra, se cumple la relación: 


P:——=58:0. 
v 
El signo — indica que las fuerzas P y Q están dirigidas en sentido 
contrario. - 
Un hilo circular cerrado está en equilibrio, cuando entre la ten- 
sión del hilo S constante en todos sus puntos y la fuerza F que actúa 
sobre la unidad de longitud y dirigida hacia afuera según la direc- 


Ss 
ción de los radios, existe la relación P = —, donde r es el radio del 
r 


círculo. Un cuerpo que se mueve con velocidad constante v sobre 
una circunferencia, mantiene entre la velocidad y la fuerza Q acele- 
radora que actúa hacia adentro en el sentido de los radios, la rela- 
v v? 
ción — =—o sea Q = —- 
v r T 
Un cuerpo se mueve con velocidad constante v sobre una curva 


cualquiera, si sobre la misma actúa en todos sus puntos una fuerza 
y? 

aceleradora Q = —- dirigida hacia el centro de curvatura del ele- 
r 


mento de curva. Un hilo mantiene una tensión constante a lo largo 
de una curva cualquiera, si sobre la unidad de longitud del mismo 


Ss . 

— dirigida desde el centro de curvatura del 
ps 

elemento de curva hacia afuera. 


actúa una fuerza P = 
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Respecto de la propagación de la luz no es aplicable un concepto 
análogo al concepto de fuerza. De ahí que la deducción de la co- 
rrespondiente propagación de la luz, partiendo de un equilibrio de 
hilos o de un movimiento de masas, se verifique de otra manera. Sea 
una masa que se mueve con la velocidad AB = v (Fig. 191). Si ac- 

túa una fuerza según BD que engendra un incre- 

Á HE mento de velocidad BE, se obtiene la nueva velo- 

cidad BF — %”, como resultante de las velocidades 

B BC = AB y BE. Si se descomponen las veloci- 

K dades Y, y v” según componentes paralelas y nor- 

males a la fuerza, se reconoce que por la acción 

C de la fuerza sólo varían las componentes paralelas. 

Si entonces llamamos k la componente normal e 

indicamos con a, a' los ángulos de v y v” con la 
dirección de la fuerza tendremos 


J 


D F k — v sena 
Fig. 19, k= Y seno, 
oO sea 


sen a v 


sen a* v 


Imaginemos entonces un rayo de luz según la dirección de v, 
que se refracta al pasar por el plano normal a la dirección de la 
fuerza, que separa un medio de índice de refracción n de otro de 

vr v - 
Índice de refracción y”, tales que — = —, ese rayo luminoso describe 
n v 
el mismo camino que la masa anterior. Por tanto si se quiere com- 
parar el movimiento de masas con la propagación de la luz, debe to- 
marse en todos los puntos el índice de refracción proporcional a la 
velocidad. Para deducir de las fuerzas el índice de refracción n, 
obtenemos ante todo para la velocidad 


y? 
di — ) = Pdq 
2 
y su análoga 
m2 
d (E = Pda, 
2 q 


donde P significa la fuerza y dq un elemento de camino según la 
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dirección de la misma. Si ds es el elemento de trayectoria y a el 
ángulo que forma con la dirección de la fuerza, entonces 


y? 
a( —)= 000. 
2 


ds. 


n?2 
a(—)= P cos q. ds. 


2 


Con las hipótesis ya mencionadas. hemos obtenido como tra- 


yectoria de un proyectil y =2 y ax. Igual trayectoria parabólica 
describirá un rayo de luz si se adopta como ley de los índices de 


refracción n — y 2 g (a+ 1x2). 


9. Investiguemos ahora un poco más en detalle la conexión en- 
tre la propiedad de mínimo en cuestión con la forma de la curva. 


Tomemos ante todo una recta quebrada 
ABC (Fig. 192), interceptada por la recta 
MN; hagamos AB =— s, BC — $' y busquemos 
la condición para que vs + v's” sea un míni- 
mo, siendo fijos los extremos A y B de la 
quebrada y donde v y v” son valores constan- 
tes diferentes, uno para la región superior y 
otro para la inferior. Apliquemos un despla- 
zamiento infinitamente pequeño de B hacia 
D que mantiene la trayectoria de A a C pa- 
ralela a la primitiva, como lo muestra simbó- 
licamente la figura, El valor de la expresión 
vs +) vs” aumenta entonces de — Um sen a + 


MN 


M B_N 


Fig. 192. 


. , 
+ v'm sen a, donde m = DB, o proporcional a — Y sen a + v' sena”. 
De manera que la condición de mínimo es 


— v sen a + Y sena' =0 


o sea 
sen a v 
sena 
Ss > 
Si es la expresión — + 
v v 


de manera semejante 


s r . 
— la que debe hacerse minima, resulta 
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Si entonces se considera un hilo tendido según ABC (Fig. 193), 
cuyas tensiones S y S”, arriba y debajo de MN, son diferentes, se 
tratará del mínimo de Ss + Ss”. 

Para concretar, supongamos que del hilo tomado simple entre 
A y B y triple entre B y C, cuelgue al final el peso P. Entonces 

S =P; S” = 3?. Si el punto B se desplaza de 
A m, toda disminución de la expresión Ss + Ss 
expresa el aumento de trabajo que realiza el pe- 
so P que cuelga. Si — Sm sen a + S'm sen q = 
= 0, no se produce ningún trabajo. Por tanto 
M N a mínimo de Ss + S”s, coincide con el máximo 
de trabajo producido, de manera que en este ca. 
so el teorema de la acción mínima no es sino 
q otra forma del teorema de los desplazamientos 
virtuales. 
Sea ahora ABC un rayo luminoso cuyas ve- 
P  locidades v y U”, arriba y debajo de MN, sean en- 
Fig, 193, tre sí como 3 es a 1. El rayo de luz se mueve de 
A a B de tal manera que el tiempo empleado es 
un mínimo. Y esto tiene una razón física sencillísima. La luz va de A a 
B por distintos caminos, bajo forma de ondas elementales. Pero 
debido a la periodicidad de la luz, las ondas en general se destru- 
yen y sólo producen un resultado aquellas que llegan en tiempos 
iguales o sea con fases iguales. Pero tal cosa ocurre sólo para aque- 
llas ondas que recorren el camino más corto y sus caminos infini- 
tamente próximos. De ahí que para el camino efectivamente reco- 
> 
rrido por la luz a + — es un mínimo. Y como los índices de re- 
v 
fracción son inversamente proporcionales a las velo- 
cidades de la luz también será ns + ns un mínimo. k 

La condición de ser vs + v's' un mínimo, cuan- C A 
do se considera un movimiento de masas se nos pre- Ny 
senta como algo nuevo. Si una masa al superar un M «iD EX 
nivel MN (Fig. 194), adquiere un aumento de ve. DN 
locidad de v a »* por el efecto de una fuerza diri- 


gida según DB entonces para el camino efectiva. 
mente recorrido será 


BL_NE 


Y sen a — Y sen a? — K. Fig. 194. 


Esta ecuación, que es al mismo tiempo la condición de mínimo, no 
o otra cosa que el hecho de que sólo la componente paralela 
“rección de la fuerza experimenta una variación, mientras que 
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la componente normal a la misma permanece invariable. Por tanto 
también aquí el teorema de Euler, no es sino la expresión de un he- 
cho familiar bajo una forma nueva. 

A las consideraciones anteriores, que son de 1883, he agregado 
luego lo siguiente. Se ve que el principio de acción mínima, así 
como todos los demás principios de mínimo de la mecánica, no ex- 
presan otra cosa que todo aquello que ocurre exactamente en cada 
caso, que aquéllo que puede suceder bajo circunstancias dadas, está 
determinado por las mismas y en verdad determinado unívocamente. 
Ya hemos hablado de la deducción de los casos de equilibrios en 
virtud de esta determinación unívoca, y todavía volveremos sobre 
ella más tarde. Todo esto ya estaba claro en la primera edición de 
este libro de 1883. El reproche de Helm (“Energetik”, Leipzig, 1898, 
pág. 247) en la medida que va dirigido en contra mío, apenas pue- 
de justificarse. Pero en lo que respecto a los casos dinámicos, el 
significado de la determinación unívoca ha sido mejor y más cla- 
ramente presentado de lo que yo pueda haberlo hecho, por J. Petzoldt 
en su escrito: “Maxima, Minima und Okonomie” (Altenburg 1891). 
Ahí dice (pág. 11): “En todo movimiento el camino efectivamente 
recórrido puede siempre concebirse como un caso bien caracterizado 
entre una infinidad de casos imaginables. Pero desde el punto de 
vista analítico, esto no dice otra cosa que: siempre es posible encon- 
trar expresiones tales que, anulando su variación, proporcionen las 
ecuaciones diferenciales del movimiento, pues sólo desaparece la 
variación cuando la integral toma un valor determinado de una sola 
manera.” 

En efecto se ve, en el ejemplo que acabamos de considerar, que 
sólo está determinado unívocamente el incremento de la velocidad en 
el sentido de la fuerza, mientras que, en cambio, podrían imaginarse 
con igual derecho una infinidad de componentes de la velocidad di- 
rigidas normalmente a la fuerza que actúa, y que por tanto quedan 
excluídas en virtud del principio de la determinación univoca, 
Coincido completamente con Petzoldt cuando dice: “De ahí que los 
teoremas de Euler y Hamilton no son otra cosa que las expresiones 
analíticas del hecho experimental, que los procesos naturales están 
determinados unívocamente”, La “univocidad” del mínimo es de- 
cisiva. , 

Puedo todavía citar lo siguiente tomado de una Nota mía apa- 
recida en la revista de Praga “Lotus”, número de noviembre 1873: 
“Los principios de movimiento y de equilibrio de la mecánica, pue- 
den expresarse como teoremas de isoperímetros. De ahi que no sean 
de ninguna manera esenciales las concepciones o acia por 
ejemplo, el principio de la velocidad virtual. Una vez reconocido Eye 
el trabajo es el factor que determina la velocidad, se ve fácilmente: 
que donde falte el trabajo para llevar el sistema a una posición pró- 
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xima, no podrá adquirirse ninguna velocidad y por tanto subsiste 
el equilibrio. La condición de equilibrio será pues $4 —0, donde 
A no expresa precisamente si es un máximo o un mínimo. Tales le- 
yes no se limitan rigurosamente a la mecánica. Ellas pueden ser 
muy generales. Si la variación de un fenómeno B depende del fenó- 
meno A la condición para que B aparezca en una cierta forma es 
SA=0>” : 

Con esto ha de reconocerse que admito como posible, encontrar 
en los más variados campos de la física, principios análogos al de la 
acción mínima sin utilizar para ello el camino indirecto de la me- 
cánica. Por lo mismo, tampoco considero a la mecánica como el fun- 
damento para la explicación de todos los demás sectores, más bien 
la tomo como un modelo ventajoso de los mismos, debido a su pro- 
greso formal. En este punto mi concepción difiere, poco en aparien- 
cia mas no obstante esencialmente, de la de la mayoría de los físicos. 
Para mayores aclaraciones remito a mis consideraciones en “Wár- 
melehre”, especialmente pág. 192, 318, 356, así como «el artículo 
“Uber das Prinzip der Vergleichung in der Physik” (Populárwissen- 
schaftl. Vorlesungen, Pág. 251). Sobre este tema son notables los 
artículos: C, Neumann, “Das Ostwaldsche Axiom des Energieum- 
satzes” (Berichte der Kgl. Sáchs. Gesellschaft d. W., 1892, pág. 184) 
y Ostwald, “Uber das Prinzip des ausgezeichneten Falles” (ibidem, 
1893, pág. 600). 


10. La condición de mínimo encontrada antes 
— sena +0 sena —0 
puede escribirse también, si se pasa de una poligonal finita a los 
elementos de curva 
—7 sen a 4- (0 + du) sen (a+ da) =0 
od(vsena)=0 y finalmente y sen q — Const, 


: Fr] igual manera obtenemos para el caso de la propagación de 
a luz 


a (nsen a) = 0; n sen a — Const. 
sen a sen a 
d ) =0; = Const, 
v v 


Y para el equilibrio de hilos 
d (S sen a) = 0; S sen a — Const, 


ad Para aclarar con un ejemplo las consideraciones anteriores, con= 
remos la trayectoria parabólica del tiro, donde a Tepresenta siem- 
pre el ángulo de elem 


ento de trayectoria con la vertical. Sea 
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v= Y 2g (44 x) la velocidad y sea el eje de las y el horizontal. 
La condición Y sen a — Const, 


A 
vV2g (44 x) — — Const, 

ds 
coincide con aquella que da el cálculo de las variaciones y de la cual 
conocemos ahora un sentido físico simple. Si nos imaginamos un hilo 
cuya tensión S = y 29 (a + x) que, en cierto sentido, puede rea- 
lizarse colocando poleas sin frotamiento sobre un sis. 
tema de rieles paralelos horizontales dispuestos en un 
plano vertical y por las que pasa el hilo que final- 
mente lleva colgado en su extremidad un peso (Fig. 
195), obtendremos en el equilibrio nuevamente la 
condición anterior, cuyo significado físico es ahora. 
claro. El hilo adopta la forma parabólica si la distan» 
cia entre los rieles se hace infinitamente pequeña, En- 
un medio cuyo indice de refracción varíe en la direc-. 
ción vertical según la ley n= Y2g (4+x) o en 


lid el cual la velocidad de la luz varíe según la ley 
1 
Y == 
y 29 (a+ x) 


el rayo luminoso describe una trayectoria parabólica. Si en tal me- 
dio se hace v= y 29 (a + x), el rayo describe una cicloide y en- 
tonces el mínimo no sería f Y 29 (a+ 1) ds sino 


ds 
f Vigas] | á 


- : 11. En la comparación entre el equilibrio de hilos con el mo- 
vimiento de:masas, en lugar de aplicar un hilo que se arrolla Sn 
muchas poleas, se puede utilizar un simple hilo homogéneo en el cu 

actúa un sistema adecuado de fuerzas, del cual resulten las tensiones 
dadas. Se observa fácilmente que los sistemas de fuerzas que dan 
para las tensiones o para las velocidades la misma función de las 
coordenadas son diferentes. Si, por ejemplo, se considera la fuerza 
de la gravedad entonces V= y 29 (a +2). En cambio un po 
sometido a la gravedad, describe una catenarla (Fig. 196), para la 
cual la tensión está dada por la fórmula S = m—nX, donde m yn 
son constantes. La analogía entre el equilibrio de hilos y el movi- 
miento de masas está esencialmente condicionada al hecho que para 
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5.4 


los hilos, las fuerzas a los que están sometidos corresponden a una 
función de fuerza U, tal que para el caso del equilibrio existe la 
ecuación fácil de demostrar U + $ = Const. La interpretación física 
del teorema de la acción mínima dada en los ejemplos simples ante. 
riores puede mantenerse también en casos 

B_ más complicados, si se imagina construí- 

da una cadena de superficies de igual 

tensión, de igual velocidad o de igual ín- 

dice de refracción, que dividen en ele. 

, mentos a los hilos, a las trayectorias o a 

A los rayos de luz, entendiendo ahora con 
S a el ángulo que forman esos elementos 
Fig. 19, con la respectiva normal a la superficie, 
Lagrange ha extendido el teorema de 

la acción mínima a un sistema de masas y lo ha dado en la forma 
52 m$fvd—=0. Si se observa que los vínculos entre las masas no 
eliminan el teorema de las fuerzas vivas, que es el fundamento 
esencial del teorema de la acción mínima, se encuentra que también 
en este caso el último teorema es válido y físicamente comprensible. 


9. El teorema de Hamilton 


1. Ya hemos observado que pueden imaginarse diferentes ex- 


presiones, tales que anulando su variación se obtengan las ecuaciones 
Ordinarias del movimiento. Una 


el teorema de Hamilton 


t. t; 
toy dt=0 o Fousan dt=0, 


idénticos y sólo difieren en la forma, 1 


2. Prescindiendo de j igaci 4 j j 
. 1 € Investigaciones más amplias considerare- 
mos la identidad a 


entre ambos teoremas mediante un ejemplo, pre- 


S : torno simple con diferencia 
de cargas (Fig. 197), Imaginemos, en ñ 
tivo del torno, 


Do 


1 Véase por ejemplo Kirchhoff, Vorle i j 
. 1 ] a sungen ii h 
Physik, Mechanik, pág. 23 y y acobi, Vorlesungen db Dye Die a 


DESARROLLO DE LA MECANICA 327 


cumple en el mismo intervalo de tiempo, y que coincide exactamente 
con el efectivo en el estado inicial y en el final. Se engendran así 
para cada elemento de tiempo dt variaciones del trabajo (3 U) y de 
la fuerza viva (3 T) de aquellos valores U y T que 
corresponden al movimiento efectivo. Como la in- 
tegral anterior es —= 0 para el movimiento efecti. 
vo, puede entonces ser utilizada para la determina- 
ción de éste. Si para el tiempo elemental dt, el 
ángulo de rotación varía de a respecto de aquel que 


corresponde al movimiento efectivo, la variación co- Pp 
rrespondiente del trabajo será pe 
5U=(PR—Qr)a=Moa. Fig. 197, 


Para la velocidad angular (w la fuerza viva es 


(0? 


1 
T —— (PR? + Qr?) 
g 2 
y para la variación Ú (wm será 


1 
3 T—— (PR?2+Qr3) 0 do. 
g 
Pero si el ángulo de rotación varía de u en el tiempo elemental 


da 
dt entonces $ wm =-— y 
d 


1 da $ da 
5 T—— (PR? 4 Qr?) o ——=0V ——. 
g ( E dt dt 


La expresión integral toma la forma 


t 
, da 
| (uerrz) dt=0 
dt 


t, 
Pero como 
dN dá 
—_ (Na) =— a +N—— 
(WN a) A e 
t, 


t 
(u-E) adt+ (Na) =0. 
dt t, 


t, 
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El segundo término del primer miembro, es nulo porque se ha 
supuesto que en el estado inicial y final del movimiento a — 0. Se 
obtiene entonces 


t 


, dN 
(1-=) adt=0 
dt 


t, 


que, por ser q arbitrario para todo elemento de tiempo, exige que en 
general 


dN 
M— —— =0. 
dt 


Teniendo en cuenta el significado de las letras, esta ecuación da la 
ya conocida 


do PR—-Qr 
ARE l 
dt PR? | Qr? 


Inversamente, de la ecuación 


dN 
(11) adt=0, 
dt 


que proporciona el teorema de D'Alembert y es válida para todo 
desplazamiento posible, se podría pasar a la expresión 


t 
dN 
o 
dt 
t, 


y de ésta a las 
t t, 


da t da 
[rr amar an (ara+9 Jaro 
dt t, dt 


t 


simple que el anterior, con- 
aída. Para cada desplaza- 
a ecuación 


sideremos el movimiento vertical de c 
mienta infinitamente pequeño s existe 1 


dy 
mg — m — $0, 
dt 
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donde las letras mantienen su significado convencional. En conse- 
cuencia subsiste también la ecuación 


t, 
dv 
(mon sdt —0, 
dt 
t 5 
que en virtud de las relaciones 
d (mus) dv ds 
——_—- — MA E E mo — 
dt dt dt 
y 
t; 
d (mus) t 
——— dt — (mus) —0, 
dt to 
to 


por anularse s en ambos límites, se pasa a 


A ds 
(mos + mo-—) dt=0, 
l de 


to 
que es la forma del teorema de Hamilton. 


De ahí que por diferente que puedan parecer los teoremas me- 
Cánicos, no contienen sin embargo expresiones de hechos distintos, 
sino en cierto modo sólo la consideración del mismo hecho desde 
distintos puntos de vista. 


10. Algunas aplicaciones de los teoremas de la mecánica a los 
problemas hidrostáticos e hidrodinámicos 


1. Completaremos los ejemplos de aplicación de los teoremas 
de la mecánica que hemos dado referidos a sistemas de Cuerpos só- 
lidos, con algunas aplicaciones hidrostáticas e hidrodinámicas. Dis- 
cutiremos ante todo las leyes del equilibrio de un líquido sin peso 
sometido únicamente a la influencia de las llamadas fuerzas mole- 
culares. Prescindiremos en nuestras consideraciones de las fuerzas 
de la gravedad. Pues podríamos según Plateau poner un líquido en 
las condiciones en que se encontraría si no actuaran las fuerzas de 
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la gravedad. Tal cosa ocurre, por ejemplo, si se sumerge aceite de 
oliva en una mezcla de agua y alcohol de igual peso específico que 
el aceite, Según el teorema de Arquímedes el peso de la porción de 
aceite es equilibrado en tal mezcla y de hecho se comporta como 
si no tuviera peso. 

2. Imaginemos ante todo una masa líquida sin peso, que se en- 
cuentra libre en el espacio (Fig. 198). Sabemos en primer lugar que 
las fuerzas moleculares sólo actúan a distancias muy pequeñas. En 
el interior de la masa líquida y alrededor de cada partícula a, b, c y 
con un radio igual a una distancia tal que las fuerzas moleculares 
no ejercen ya acción medible alguna, podemos trazar esferas: las 


Fig. 198, Fig. 199. 


llamadas esferas de acción. Alrededor de cada partícula a, b, c, estas 
esferas están rodeadas, uniforme y regularmente por otras partícu- 
las. De ahí que la fuerza resultante sobre cada partícula a, b,c se 
reduce a cero. Sólo aquellas partículas, cuya distancia a la superficie 
es menor que el radio de las esferas de acción, se encuentran en con- 
diciones dinámicas distintas a las de las partículas del interior. Si 
consideramos todos los radios de curvatura de los elementos de su- 
perficie de la masa líquida, como muy grandes respecto de los radios 
de las esferas de acción, podemos separar una capa superficial del 
espesor del radio de esas esferas en la que se encuentran las partícu- 
las sometidas a condiciones físicas distintas a las del interior (Fig. 
199). Si se transporta la partícula a del interior, de aenboen< 
ella se mantiene en las : 
para las partículas que vienen a ocupar el espacio dejado por la 
Primera. De esta manera no se puede producir trabajo. En cambio 


a superficie, cuando se sumerge 
n otro líquido, como es el caso de la 
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Podemos ahora preguntar si en la disminución de la super- 
ficie por el transporte de partículas hacia el interior, el trabajo es 
positivo o negativo; vale decir si el trabajo ha sido dado o recibido. 
Como dos gotas líquidas en contacto, por sí mismas se reúnen en 
una sola y disminuyen su superficie, resulta una producción de 
trabajo (trabajo positivo) por disminución de superficie. Van der 
Mensbrughe ha demostrado con otra experiencia muy hermosa esta 
producción de trabajo positivo por disminución de 


la superficie líquida. Se sumerge un alambre 
en forma de cuadrado en una solución de agua e 
jabonosa y luego sobre la capa de líquido jabo- 


noso que se ha formado se coloca un hilo ce- 

rrado previamente mojado. Si se horada la par- 

te del líquido del interior del hilo, la solución Fig. 200 
jabonosa cireunscripta se contrae hasta que el To 

hilo limita un hueco de forma circular. Como el círculo representa 
la mayor superficie encerrada en un perímetro dado, la capa líqui- 
da sobrante se ha contraído hasta formar la superficie mínima. 

Se reconoce sin dificultad lo siguiente. Un líquido sin peso, 
sometido a las fuerzas moleculares, adoptará aquella forma de equi- 
librio en la que todo sistema de desplazamientos virtuales no produce 
variación alguna en su extensión superficial, Como desplazamientos 
virtuales deben considerarse todas las deformaciones infinitamente 
pequeñas compatibles con la constancia del volumen del líguido. 
Subsistirá pues el equilibrio para aquellas formas en las cuales una 
deformación infinitamente pequeña produzca una variación — 0 de 
la extensión superficial. Para un dado volumen líquido se obtiene 
equilibrio estable para el mínimo de la superficie, un equilibrio 
lábil para un máximo de la superficie. 

La esfera ofrece la mínima superficie para un volumen dado. 
Luego para una masa líquida libre, la forma esférica representa la 
forma de equilibrio estable, para la cual se ha producido el máximo 
de trabajo y por tanto para la cual no puede producirse más trabajo. 
Si el líquido está parcialmente adherido a cuerpos sólidos, entonces 
esa forma depende de las condiciones accesorias y el problema se 
complica, 

3. Para investigar la conexión entre la extensión superficial 
y la forma de la superficie, procedamos de la siguiente manera. 
Imaginemos una variación infinitamente pequeña de la superficie 
cerrada de un líquido de volumen constante. (Fig. 201). Descompon- 
gamos la superficie primitiva en rectángulos infinitamente peque- 
ños mediante dos familias de líneas de curvatura (perpendiculares 
entre sí). Por cada uno de los vértices de estos rectángulos elemen- 
tales, levantemos las normales a la superficie primitiva que a su 
vez determinarán sobre la superficie deformada, los vértices de los 
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correspondientes elementos. A cada elemento dO de la superficie 
primitiva, corresponde un elemento dO” en la superficie deformada, 
de tal manera que dO se transforma en 
d0”, mediante un desplazamiento infini. 
tamente pequeño según la normal hacia 
el exterior o el interior y una variación 
correspondiente en su extensión, 

Sean dp y dq los lados del elemento 
dO. Entonces se cumplen para los dp” y 
dq” del elemento d0”, las relaciones 


ón 
dp' =— dp ( 4) 
r 


ón 
dq' = dq (+3) A 
r : 


donde T y r” representan los radios de curvatura de' las secciones 
Principales correspondientes a las líneas de curvatura de los ele- 


. -ón 9 
1004000949 (149 2)(7 +=) — dp dq. : 
r r 


Despreciando las Potencias superiores de 5 n encontramos 


1 1 
3.00 = (—+=)an. ao. 
r y ' 


La variación en la superficie total estará expresada por 


1 1 
dO= (242) 5n.:0, 1) 
r r 


debiéndose elegir los desplazamientos normales de manera tal que 


al mismo tiempo 
fóin.do— O, 2) 


a que debe Ser nula la suma de los espacios engendrados 

e ps tos ra afuera y hacia adentro (estos últimos 
s elementos de superficie, 

debe mantenerse constante, E dejó 
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Ahora bien, las expresiones 1) y 2) sólo pueden en general 
1 1 
hacerse = 0 simultáneamente cuando — + -——- tengan el mismo 
Tr r 

valor en todos los puntos de la superficie, Esto puede verse fácilmen- 
te mediante la siguiente consideración. Representemos simbólica- 
mente el elemento dO de la superficie primitiva 
por el elemento de la línea AX, y tracemos en el 
plano E, sobre la misma y como ordenada, el 
desplazamiento normal ¿n, tomando los despla- 
zamientos hacia el exterior como positivos hacia 
arriba, y los desplazamientos hacia el interior co- 
mo negativos hacia abajo. Unimos los extremos 
de esas ordenadas mediante una curva, cuya cua- 
dratura efectuamos contando positivamente la 
superficie sobre el eje AX y negativa la superfi- 
cie debajo del eje (Fig. 203). Para todo sistema 
de 5n para los cuales esa cuadratura da un re- 
sultado = 0, se cumple la expresión 2) y tales 
sistemas de desplazamientos son entonces compatibles (virtuales). 

Tomemos ahora sobre el plano E” para cada elemento dO el valor 


Fig. 202 


1 1 

correspondiente de —— +- como ordenada. Podemos fácilmen- 
T r 

te imaginarnos un caso en el que las expresiones 1) y 2) tomen 


1 1 

+ —- tienen distintos 
T r 
valores para los diferentes elementos, podremos siempre distribuir 
$ n de tal manera que, sin dejar de 
anular la expresión 2, la expre- 


al mismo tiempo el valor cero. Pero si 


E sión 1 sea distinta de cero. Sóla 
. 1 1 
ALT TAZZA 4 A cuando E + E tiene el Mis. 


mo valor para todos los elementos, 
se anula al mismo tiempo nece- 


saria y generalmente la expresión 2 con la expresión 1. 
De las condiciones 1 y 2 sigue entonces 
1 
—+ 
Tr T , 
es decir, que la suma de los valores recíprocos de los radios de cur- 
vatura principales (o los radios de curvatura de las secciones prin- 


Fig. 203. 


= Const. 


y 
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cipales), debe ser constante para toda la superficie, en el caso del 
equilibrio. Mediante este teorema se aclara la dependencia entre 
la extensión superficial y la forma de la superficie. El raciocinio que 
aquí hemos desarrollado fué expuesto por primera vez por Gauss, 
pero en una forma más detallada y completa. Puede sin embargo 
exponerse sin dificultad lo esencial de su teoría utilizando un caso 
simple, como nosotros por brevedad hemos procedido. 


4, Como ya vimos, una masa líquida enteramente libre adopta 

la forma de una esfera que ofrece un mínimo absoluto para la super- 
1 1 

+ —— — Const., que adopta la 
T r 


ficie. En este caso la ecuación 


2 
forma ——— = Const., siendo R el radio de la esfera evidentemente 
R. 


se satisface. Si la superficie libre del líquido está limitada por dos 
discos circulares de planos paralelos y tales que la recta de unión 
de sus centros es normal a esos planos, entonces la superficie adopta 
la forma de una superficie de rotación. La naturaleza de la curva 
meridiana y el volumen encerrado por la superficie quedan deter- 
minados por el radio R de los discos, la distancia entre sus planos 


1 1 
y el valor de la suma + para la superficie de rotación, 
r q 
Esta superficie será una superficie cilíndrica cuando 
1 1 1 1 1 
r r r 00 R 
1 1 
Para —-+ —= 0, con lo que una sección normal es convexa 
r r 


y la otra cóncava, la curva meridiana es una catenaria. Plateau ha 
realizado todos estos Casos, reuniendo con aceite dos anillos de alam- 
bre sumergidos en una mezcla de agua y alcohol. 

Imaginemos una masa líquida limitada, por una parte, por una 

1 1 

r 6 r 
ara la cual esa expresión es negativa, O, 
, Por superficies una cóncava y otra con- 
ultad que el desplazamiento de la super- 
a el exterior, tiene por consecuencia una 
es cóncavas de la superficie y un aumenta 
. Se produce entonces trabajo cuando las 


superficie para la cual la expresión es positiva y, por la 


otra, por una superficie p 
como diremos brevemente 
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porciones cóncavas de la superficie se mueven hacia afuera, y las 
porciones convexas hacia adentro. También se producirá trabajo si 


1 1 
una porción de superficie para la cual + — + 4, Se mue- 
Tr y 
ve hacia el exterior, mientras una porción igual de superficie para 
1 1 
la cual —— + —— > a, se mueve hacia el interior. 
r r 


Por tanto, mientras las porciones de superficie que limitan una 
masa líquida son de curvaturas diferentes, las partes convexas son 
empujadas hacia adentro y las partes cóncavas hacia afuera, hasta 

1 1 
+ —— =— Const., se cumpla para toda la su- 
Y r 
perficie. De igual manera, si una masa líquida convexa muestra en 
su superficie varias partes limitadas por cuerpos sólidos, el estado 


1 1 
Ed 


que la condición 


de equilibrio exige que el valor de sea el mismo para 


Tr 
todas las porciones libres de su superficie. 


Por ejemplo, se puede con una cantidad suficiente de aceite, 
hacer que el espacio comprendido entre los dos anillos circulares an- 
tes mencidnados (en una mezcla de alcohol y agua), adopte la forma 
de una superficie cilíndrica combinada en las bases con dos casque- 
tes esféricos. Las curvaturas de la superficie lateral y de las bases 

1 1 1 1 
del cilindro deben estar en la relación —— A ES 
. R e) 0 0 
o sea p=2R, donde ep es el radio de la esfera y R el radio de los 
anillos circulares. Plateau en sus experiencias ha comprobado esta 
consecuencia. 

5. Consideremos una masa líquida sin peso que encierra un 

1 
espacio vacío. La condición de que eS + E 
mo valor para la superficie externa e interna del líquido, en este 
caso no se cumple. En cambio, como esa suma para la superficie 
cerrada exterior tiene un valor positivo siempre mayor que aquel 
de la superficie cerrada interior, el líquido producirá un trabaja 
en el sentido de la superficie exterior hacia la interior, y el espacio 
vacío tiende a desaparecer. Pero si el espacio vacío contiene Un 
líquido o un gas sometido a una cierta presión, puede compensarse 
el trabajo producido por el proceso anterior con el trabajo necesa- 


deba tener el mis- 


> 
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rio para la compresión y establecerse el equilibrio, 

Imaginemos un líquido encerrado entre dos superficies muy 
próximas semejantes y semejantemente dispuestas (Fig. 204). Tal 
líquido constituye una burbuja. Sólo mediante un exceso de presión 
del gas encerrado puede mantenerse la burbuja en equilibrio. Si 


1 1 


la suma + -— tiene el valor + a para la superficie exterior 
r 


y 
para la superficie interior muy próxima tendrá el valor —«a. Una 
burbuja totalmente libre adoptará siempre la. forma 
esférica. Si nos imaginamos una de estas burbujas es- 
féricas, de cuyo espesor prescindiremos, para una dis- 
minución dr del radio r, la superficie total disminuye 
de 16 x r dr. Si, entonces, A representa el trabajo 
Producido para disminuir la unidad de superficie, el 
trabajo total producido será A . 16 ardr, que en 
el equilibrio debe ser compensado por el trabajo 
de compresión debido al contenido de presión p y que 


es p.4xr2dr. De donde “—— = Pp, ecuación que permite calcular 
r 


A, si se mide r y se determina p por un manómetro introducido en la 
burbuja. 


Una burbuja esférica abierta no puede existir. Pues si una bur- 


1 1. 
e , 
r r 
constante en las dos superficies límites, sino que en ambas debe 
Ser también igual. Pero del signo opuesto de las curvaturas sigue 
eL 1 
s + a = 0, con lo que para todos los puntos r — —r”. Esta 
superficie es una superficie de las llamadas de curvatura nula, es 
una superficie mínima, y como se ve claramente sus elementos adop- 
tan la forma de silla de montar. Se obtiene tal superficie sumergien- 
do en agua jabonosa un alambre que configure una curva alabeada 


cerrada cualquiera, La capa líquida adopta entonces la forma de 
esa superficie, 


buja abierta está en equilibrio, no sólo la suma debe ser 


que 


nifiesta en toda la masa del líqui 
fuerzas moleculares sólo lo hace 


£eneral es preponderante el trabajo de la 
ene gravedad. Pero en las 
láminas delgadas las fuerzas mole 
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nes favorables, respecto de la fuerza de la gravedad, de manera que 
pueden obtenerse, sin dispositivos especiales y en el aire libre, las 
figuras respectivas. Tales figuras las obtuvo Plateau, sumergiendo 
en agua jabonosa armazones (de alambre) que representan las aris- 
tas de los poliedros. Se formaron así láminas planas líquidas unidas 
entre sí mediante las aristas de alambre. Cuando estas láminas pla- 
nas líquidas delgadas se encuentran en un vértice (hueco) la ley 
1 1 
AF 3 
r T 
pues esa suma tiene el valor nulo para la superficie plana mientras 
en el vértice hueco tiene un valor muy grande negativo. De manera 
que, de acuerdo a las concepciones hasta ahora expuestas, el líquido 
de las láminas debe ir acumulándose en los vértices y las láminas 
adelgazarse cada vez más. Y efectivamente es este movimiento el 
que tiene lugar. Pero cuando el espesor de las láminas ha alcanzado 
cierto límite, aparecen ciertas causas físicas que al parecer no son 
aún bien conocidas que ocasionan el estado de equilibrio. 

No obstante que en estas figuras la ecuación fundamental 

1 1 : 
— + rá Const., no se cumple debido a que las láminas delga- 

T T 
dísimas (en especial en los líquidos viscosos) están en condiciones 
físicas diferentes de aquellas de las cuales hemos partido, estas figu- 
ras son siempre, sin embargo, superficies de área mínima. Las lárni- 
nas delgadas que se mantienen unidas, ya entre sí o ya mediante las 
aristas de alambre, se encuentran o de tres en tres en una arista 
formando ángulos aproximadamente iguales a 120% o de cuatro en 
cuatro aristas se cortan en un vértice formando ángulos aproxima- 
damente iguales. Se puede demostrar geométricamente que tales 
condiciones corresponden a un mínimo de la extensión superficial. 
En toda la multiplicidad de los fenómenos discutidos aquí, se pone 
de manifiesto entonces siempre el mismo hecho, vale decir que las 
fuerzas moleculares producen trabajo (positivo) con la disminución 
de la superficie. . 

7. Las figuras de equilibrio que obtuvo Plateau al sumergir sus 
armazones poliédricos en el agua jabonosa, forman sistemas de lá- 
minas delgadas que muestran una notable simetria, Surge entonces 
la cuestión: ¿Qué es lo que tiene que ver, en general, el equilibrio 
con la simetría y con la regularidad? La explicación es clara. En 
todo sistema simétrico, para cada deformación perturbadora del equi- 
librio, es posible otra igual y opuesta. Ambas corresponden al mis- 
mo trabajo positivo o negativo. De ahí que la condición, aunque 
no suficiente, de que las formas de equilibrio correspondan a un 
máximo o mínimo de trabajo, se cumplan con la simetría. La regu- 


= Const. ya no se eumple para la superficie líquida, 
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laridad es una simetría múltiple. No debe pues asombrarnos que 
las formas de equilibrio sean con frecuencia simétricas y regulares, 


8. La hidrostática matemática se ha desarrollado al tratar un 
problema especial, el de la forma de la tierra. Como es sabido, con- 
sideraciones físicas y astronómicas condujeron a Newton y a Huygens 
a la idea de que la tierra es un elipsoide de rotación aplanado. New- 
ton trató de calcular ese aplastamiento imaginando la tierra en rota- 
ción líquida, y admitiendo que todas las columnas líquidas que van 
de la superficie al centro ejercen igual presión sobre este punto. 
Huygens, en cambio, partió de la hipótesis que las direcciones de las 
fuerzas Sean normales a los elementos de superficie. Bouguer reunió 
ambas hipótesis. Finalmente Clairaut mostró ('““Théorie de la figure 
de la terre”, París, 1743) que el cumplimiento de ambas condiciones 
no asegura la existencia del equilibrio. 

-—— Clairaut parte de la siguiente consideración. Si la tierra líquida 
está en equilibrio, podemos, sin perturbar ese equilibrio, imaginar 
una parte cualquiera de la misma solidificada con tal de que quede 
con líquido solamente un canal AB de forma cualquiera (Fig. 205, 1), 


SR 


ANS 
E 
E 


A A Al 


B 


Fig. 205, 


en el cual el líquido siga estando en equilibrio. El equilibrio, en un 
canal de esta índole, es más fácil de investigar, y si el equilibrio 
subsiste para todo canal imaginable de este tipo, subsistirá también 
para toda la masa. Observa además Clairaut que se obtiene el teo- 
Tema fundamental de Newton, si el canal pasa por el centro (como 
en la Fig. 205, 2), y el de Huygens, si el canal se toma sobre la su- 
perficie, como en 3. 

Pero el núcleo de la cuestión reside, según Clairaut, en otra ob- 
servación. El líquido debe estar en equilibrio en todo canal imagi- 
nable, por ende también en un canal cerrado sobre sí mismo. Por 
tanto, si en un canal de esa índole (Fig. 206), se toman dos seccio- 
nes cualesquiera M y N, ambas columnas líquidas MPN y MQN de- 
ben ejercer sobre las secciones M y N igual presión. Por tanto la 
presión que una columna líquida ejerce sobre la extremidad de un 
canal, no depende ni de la longitud, ni de la forma de la columna 
sino únicamente de la posición de esa extremidad. 

Imaginemos referido un canal MN (Fig. 207), de forma cualquie- 
ra en el líquido en cuestión, a un sistema de coordenadas rectangu- 
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lares, Sea y la densidad constante del líquido y sean X, Y, Z, com- 
ponentes según la dirección de los ejes de la fuerza que actúa sobre 
la unidad de masa del líquido, funciones de las coordenadas X, Y, z 
de esa masa. Llamemos ds un elemento de arco de Canal, cuyas: 


MSJYa 


Fig. 206. Fig. 202. 


proyecciones sobre los ejes sean dx, dy, dz. Las componentes de la 
fuerza que actúa sobre la unidad de masa según la dirección del canal 
dy dz 
, Y , 2-—, Y la fuerza total que, según 
ds ds ds 
la dirección de ds actúa en el elemento de masa p q ds del canal, 
donde q es la sección, es 


serán entonces X 


dx dy dz 
oque (a 4 Y 42 ) 
ds ds ds 
En el equilibrio esta fuerza está resistida por el incremento de la: 
presión a lo largo de un elemento de canal y por tanto es igual a q dp, 
con lo que se obtiene 


dp =0(X dx 1 Y dy + Z dz). 


La diferencia de presión (p); entre los extremos M y N, resultará. 
de la integración de esta expresión entre M y N. Pero como esta. 
diferencia no depende de la forma del canal, sino únicamente de la 
posición de las extremidades M y N, la expresión p (X dx 4 Y dy 4- 
+ Z dz), o para densidad constante X dx + Y dy + Z dz debe ser. 
una diferencial exacta. Como es sabido, esto exige necesariamente. 
que 
du du dU 
X=— y Y=— ; L=—, 


dx dy dz 


donde U es una función de las coordenadas. Por tanto, según Clai- 
raut, el equilibrio de un líquida, en general, sólo es posible cuando 
las fuerzas a las que está sometido se pueden expresar como deriva- 
das parciales de una y la misma función de las coordenadas. 
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9. Las fuerzas de gravedad de Newton y, en general, todas las 
fuerzas centrales, es decir aquellas fuerzas que actúan según la di- 
rección de la recta de unión entre las masas y que dependen de la 
distancia entre esas masas, poseen esta propiedad. Es bajo la acción 
de tales fuerzas que puede existir el equilibrio en los líquidos. Si 
se conoce la función U, podemos sustituir la ecuación anterior por 


du du du 
dp =0 (| 424 du + az) 
dx dy dz 
o sea dp = y dU, y p = 9 U + Const. 


El conjunto de todos los puntos para los cuales: U — Const. es 
una superficie: la llamada superficie de nivel. Para ella también es 
p = Const, Como la naturaleza de la función U determina el estado 
de todas las fuerzas, y como vemos también el estado de todas las 
presiones, resultará que el estado de las presiones proporciona una 
imagen del estado de las fuerzas, como ya-lo hemos observado en 
las págs. 86 y 87. 

En las precedentes consideraciones de Clairaut, reside induda- 
blemente la idea fundamental de la teoría de la función de fuerza o 
del potencial, que más tarde será desarrollado con tanto éxito por 
Laplace, Poisson, Green, Gauss y otros. Una vez atraída la atención 
acerca de la citada propiedad de ciertas fuerzas de ser derivadas 
de la misma función U, se reconoce de inmediato como muy venta- 
joso y económico investigar esta función en lugar de la fuerza misma. 

Si se considera la ecuación 


dp = q (X de + Y dy + Z dz) =p dU, 


vemos que X dx + Y dy + Z dz representa el elemento de trabajo 
elemental que produce la fuerza aplicada al elemento de masa de 
líquido en un desplazamiento ds (cuyas proyecciones son dx, dy, dz). 
Por tanto, si la unidad de masa va de un punto para el cual U =C, 
a otro punto cualquiera para el cual U — Cz, o más general, de la 
superficie U=C, a la superficie U — Cz, se habrá producido el 
mismo trabajo, cualquiera sea el camino recorrido. De igual manera, 
todos los puntos de la primera superficie ofrecen la misma diferencia 
de presión respecto de todos aquellos de la segunda superficie y 


precisamente 
Pa —P:=0Q (C¿ —C) 


donde con el mismo subíndice, 
tes a la misma superficie, 


10. Imaginemos una suce 
entre sí (Fig. 208) de tal man. 


se designan magnitudes pertenecien- 


sión de tales superficies muy próximas 
era que entre dos superficies sucesivas 
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exista la misma pequeñísima diferencia de trabajo, es decir las su- 
perficies 


U=C ; U=C4dC ; U=C-+2dC ;ete. 


Se reconoce que una masa que se desplaza sobre una y la misma 
superficie, no produce trabajo. De ahí que la componente de la 
fuerza en la dirección del elemento de 
superficie es — 0. Por tanto la direc- 
ción de la fuerza total que actúa sobre 
la masa es en todas partes normal al 
elemento de superficie. Si con dn in- 
dicamos el elemento de normal com- 
prendido entre dos superficies conse- > 
cutivas, y con f la fuerza que a lo lar- Ceac 
go de ese elemento lleva la unidad de A 
masa de una superficie a la otra, el G+2dC 
trabajo será f dn — dC. Como dC lo C+dl 
hemos supuesto constante, la fuerza Cc 


be 


: ac Fio. 108 
f =—— es, en todos 
dn 

los puntos, inversamente proporcional a la distancia entre las super- 
ficies consideradas. Una vez entonces conocidas las superficies U, 
las direcciones de las fuerzas quedan determinadas por los elemen- 
tos de un conjunto de curvas que en todos los puntos son normales 
a esas superficies, mientras que las distancias entre las superficies 
indican la intensidad de las fuerzas. Estas superficies y curvas se 
encuentran también en los otros sectores de la física. Las encon- 
tramos como equipotenciales y líneas de fuerza en el campo de la 
electrostática y del magnetismo, como superficies isotermas y líneas 
de flujo en la conducción del calor, como superficies de nivel y lí- 
neas de flujo en la consideración de las corrientes líquidas o eléc= 
tricas, 

11. Aclararemos ahora la idea fundamental de Clairaut con un 
ejemplo muy simple. Imaginemos dos planos perpendiculares entre 
sí que cortan perpendicularmente al plano del papel en las rectas 
OX y OY. Imaginemos que exista una función de fuerza U=-— Y, 
donde x, y representan las distancias a los dos planos dados. Las 
componentes de las fuerzas paralelas a OX y a OY serán, respec- 
tivamente 
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Las superficies de nivel son superficies cilíndricas de generatri- 
ces normales al plano del papel y cuyas directrices, y = Const, son 
hipórbolas equiláteras (Fig. 209). Las líneas de fuerza se obtienen 
si en el plano del dibujo se gira 
de 45, alrededor de O, el sistema 
de curvas que acabamos de citar, 
Si se lleva la unidad de masa des- 
de el punto r hasta O por el ca- 
mino 7pO, por el rgO o por cual. 
quier otro camino el trabajo pro- 
ducido es siempre Op. Oq. Si nos 
imaginamos un canal cerrado Op 
rgO0 lleno de líquido, este líquido 
está en equilibrio. Dos secciones 
practicadas en él, en lugares cua- 
lesquiera, sufren igual presión en 
ambas caras. 

Modifiquemos ahora algo este 


Fig. 209. 


ejemplo. Sean ahora las fuerzas 
X =—Y, Y — —a, donde a es un valor constante. No existe ahora 
] e du dUu 
ninguna función U con la condición de ser X=— e Y =—, 
dx dy 
ax dY 


pues debiera ser = ——, cosa que evidentemente no se cumple. 


dy dx 

No hay pues función de fuerza y tampoco superficies de nivel. Si 
la unidad de masa va de ? hasta O pasando por p, el trabajo produ- 
cido es a.Oq. Si el transporte tiene lugar por el camino 7q0, el 
trabajo es en cambio a. Oqg + Op. Oq. Si el canal OprgO estuviera 
lleno de líquido este no estaría en equilibrio, sino que giraría con- 
tínuamente en el sentido OprqO. Tales corrientes cerradas y que 
prosiguen Sin cesar, se nos presentan como algo ajeno a nuestra 
experiencia, Pero ellas atraen nuestra atención hacia una importan- 
te propiedad de las fuerzas naturales, la propiedad que el trabajo 
producido por ellas puede representarse por una función de las coor- 
denadas. Cada vez que observamos excepciones a esta ley, nos incli- 
hámos a considerarlas aparentes y nos esforzamos en explicarlas. 


- 12. Consideremos ahora algunos casos de movimiento de líqui- 
dos... El fundador de la teoría sobre los mismos es Torricelli. Me- 
diante la observación de la salida de un líquido por el orificio del 
fondo de un vaso llegó a la siguiente ley. Si se divide en n partes 
cd el tiempo. en que un vaso se vacía, y se toma como unidad 

a cantidad salida en la última (n%) parte, las cantidades que salie- 
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ron en las (n—1)*%, (n—2)*, (n— 3)3, etc., parte son 3, 5, 7, ete. 
Esta observación pone claramente en evidencia la analogía entre el 
movimiento de caída y el movimiento de los líquidos. Se observa 
además fácilmente, que si mediante la velocidad adquirida y dirigida 
en sentido contrario se pudiera elevar el líquido a una altura mayor 
de la que el líquido tenía en el vaso, se arribaría a las conclusiones 
más extrañas. Torricelli observa también que, a lo sumo, puede 
elevarse a la misma altura y admite que si se prescindiera de todas 
las resistencias, se elevaría exactamente a esa altura. Prescindiendo 
pues de las resistencias, la velocidad de salida v por el drificio del 
fondo de un vaso, está vinculada con la altura h del líquido en el 


vaso mediante la ecuación v= y 2gh, es decir, la velocidad de 
salida es la velocidad final que se adquiriría en la caída libre desde 
la altura de presión h, y es entonces con esta velocidad con la que 
el líquido podría nuevamente elevarse hasta el nivel de agua?. 

La ley de Torricelli concuerda bien con nuestras restantes expe- 
riencias; no obstante advertimos la necesidad de un examen más 
exacto. Varignon trató de deducir el teorema mediante la relación 
existente entre la fuerza y la cantidad de movimiento que ella en- 
gendra. Si con a indicamos la sección del orificio de salida, con h 
la altura de presión, con $ el peso específico, con. y la aceleración de 
los cuerpos que caen libremente, con v la velocidad de salida y con 7 
una porción pequeña de tiempo, la conocida relación pt = mv da en 
este caso 


auTs y 
ahs.tT=——.v osta v?i—gh. 


g 
Aquí a h s representa la presión que actúa durante el tiempo tT sobre 
aUTs ; . 
la masa líquida ————. Pero si se tiene en cuenta que Y es una 
g 
v 


a——.15.0 
2 


velocidad final, se obtiene más exactamente « hs.1= 


y la fórmula correcta v? = 2 gh. 


13. Daniel Bernoulli ha estudiado el movimiento de los líquidos 
con ayuda del teorema de las juerzas vivas. Trataremos el caso pre- 


1 Los antiguos investigadores di A 
forma incompleta de las proporciones y 


'plemente proporcional a y gh oa Vh. 
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cedente desde ese punto de vista, aunque dando al raciocinio una 
forma algo más moderna. La ecuación que debemos aplicar es 


mu? 
. En un vaso (Fig. 210) de sección q, en el cual un 


ps = 


líquido de peso específico s llega hasta a la altura de presión h, 
supongamos que el nivel baje de una pequeña cantidad dh mientras 
sin q.dh.s 
sale con velocidad v una masa líquida —, 
> 8 
El trabajo producido es el mismo que si el peso 
. q.dh.s se hubiera hundido una altura h. En este 
caso la forma del movimiento en cl vaso no inter- 
viene. Es indiferente que la capa q.dh caiga 
directamente hasta el orificio de salida, o que des- 
cienda basta a mientras el líquido de 4 pase a d, 
Fig. 210. el de ba c y el de c salga. El trabajo siempre es 
y q.dh.s.h. Igualando ese trabajo con la fuerza 
viva del líquido que sale encontramos 


q.dh.s  v? PA 
q.dh.s.h=—— — 0 vb= Y 29h. 
g > 2 


En este raciocinio sólo se ha hecho la hipótesis, que el trabajo 
total producido en el vaso aparece como fuerza viva del líquido que 
sale, y que, por tanto, las velocidades en el vaso mismo y los tra- 
bajos consumidos por el frotamiento pueden ser despreciados. 

_ Prescindamos de la gravedad del líquido en el vaso, e imagi- 
némoslo cargado con un pistón móvil que ejerce la presión p sobre 
la unidad de superficie. El desplazamiento del émbolo de un seg- 
mento dh produce una salida de volumen q.dh de líquido. Si se 
llama e la densidad del líquido y v la velocidad, es 


y? 2 
a-P.dh=g.dh.p— o =P 
a 0 


En efecto eso es exacto formalmente, 
a encierra un error 


E Ed consideremos dos vasos contiguos (Fig. 211) que se comu- 
ntre sí por un pequeño orificio practicado en el fondo de la 
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pared común. Con las mismas hipótesis anteriores obtenemos para 
la velocidad de pasaje por ese orificio 


dh.s v 
a o  v=vV29g(h,—h,). 


gdh.s (h, — ha) =Qq. 


Si se prescinde de la gravedad del líquido e imaginamos los 
vasos sometidos a émbolos con presiones Py y Pa, entonces 


y” (p. — Pz) 
v= Y ——_—_—_—____—. 
q 


Si, por ejemplo, los émbolos iguales estuvieran Car- 


gados con pesos P y —, el peso P descendería de 
2 


P 
una altura h, mientras — se elevaría de la misma altura de tal 
2 


manera que el trabajo producido resultaría —h, que engendraría 
2 


la fuerza viva del líquido que pasa. 
Pero un gas en las mismas cireunstancias se comportaría dife- 
rentemente. Si pasa del vaso con la carga P al vaso con la carga 


P 
—, el primer peso desciende h, pero el segundo se eleva de 2h pues 


los gases bajo una presión mitad se dilatan de un volumen doble, 


P 
de tal manera que el trabajo realizado es > 2h=0. De ma- 


gases, debe producirse Otro trabajo, 
Este trabajo es producido por el 


do la presión mediante su fuerza 
y el volumen Y de un gas están 


nera pues que en el caso de los 
cuyo efecto es el pasaje del gas. 

gas: mismo, dilatándose y superan 
expansiva. La fuerza expansiva P S 
en la relación conocida pv = K, donde k es una constante (mientras 


la temperatura del gas se mantenga invariable). Si bajo la presión 
p el volumen del gas se dilata de d w el trabajo producido es 


du 
-pdo=k |] — 
w 
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Por una dilatación de «mp hasta (, o por una presión de po hasta p, 
encontramos para el trabajo 


w Po 
klog ( — ) = klog 
(07) Pp 


Si ahora nos imaginamos que mediante este trabajo el volumen 
de gas de densidad p se mueve con velocidad v obtenemos 


: Po 
2 p, log. (2 a 
v= D 
Y 


La velocidad de pasaje se mantiene entonces inversamente propor- 
cional a la raíz cuadrada de la densidad, sólo que su valor es dife- 
rente cal que se obtendría adoptando la concepción anterior. No 
dejemos no obstante de observar que también esta demostración es 
defectuosa. En efecto, las rápidas variaciones de volumen de un 
gas van siempre unidas con variaciones de temperatura y, por ende, 
con variaciones de fuerza elástica, La cuestión acerca del mowi- 
miento de un gas no puede entonces, en general, ser tratada con 


cuestiones meramente mecánicas, sino siempre y conjuntamente con 
cuestiones de calor. 


15. Acabamos de ver que un 
bajo, parece pues natural tra 
en un líquido comprimido. 
presión está comprimido. A 
que se pone nuevamente de 
Pero en los líquidos no vis 


gas comprimido contiene un tra- 
tar de investigar si tal ocurre también 
De hecho, todo líquido sometido a una 
esta compresión corresponde un trabajo 
manifiesto en cuanto el líquido se dilata. 
cosos este trabajo es muy pequeño. Re- 


0 AKI É E G 

Fig. 212, 
Presentemos (Fig. 2 
(medido por 04), 
por AB) que sea 
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por la superficie ABDC mientras que el del líquido lo es por ABLK 
donde AK — 0,000025 OA. Si la presión se reduce a cero el trabajo 
total del líquido está representado por la superficie ABI donde 
Al —= 0,00005 OA mientras que para el gas está representado por la 
superficie encerrada entre AB, la recta infinita ACEG y la rama in- 
finita de hipérbola BDFH,... De ahí que ordinariamente el trabajo 
de expansión de los líquidos puede ser despreciado. Hay, sin em- 
bargo, fenómenos, como por ejemplo las vibraciones sonoras de los 
líquidos, donde trabajos de esta índole y de este orden desempeñan 
un papel importante. En estos casos ha de tenerse en cuenta también 
las variaciones de la temperatura del líquido. Vemos sólo pues que 
a un conjunto afortunado de circunstancias, debe agradecerse que 
un fenómeno pueda ser tratado con la suficiente aproximación como 
puramente mecánico. 

16. Discutamos ahora la idea fundamental a la que Daniel Ber- 
noulli (1738) trató de dar curso en su hidrodinámica. Si una masa lí- 
quida desciende, el descenso de caída de su centro de gravedad (des- 
census actualis) es igual a la posible elevación del 
centro de gravedad de las partículas líquidas supues- 
tas autónomas y afectadas de una velocidad igual a la 
adquirida (ascensus potentialis). Se reconoce fácil- 
mente este pensamiento como idéntico al aplicado ya 
por Huygens. Imaginemos ahora un vaso lleno de lí- 
quido (Fig. 213) y llamemos f (1) la sección horizontal 
del mismo a una distancia x del orificio de salida, si- 
tuado en el plano horizontal. El líquido se mueve y el 
nivel de agua desciende de dx. El centro de gravedad 

xj (x) de 
también desciende de + donde M — $ f(x) dx. Si k es la ele- 


vación potencial del líquido en una sección igual a la unidad de 
k 

superficie, en la sección f (1) será PR y la elevación potencial 
Ay? 


del centro de gravedad es 


dx 
| | o 
zx N 
E =k=—= donde "=/ 
M 


M 


f(x) 
De acuerdo al principio enunciado resulta que, 


para un desplaza- 
miento del nivel del líquido dx, y por variar Nyxk simultáneamente 
— af (x) de — Ndk + kdN, 
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ecuación que Bernoulli ha utilizado en la solución de distintos pro- 
blemas. Se ve fácilmente que el teorema de Bernoulli sólo puede ser 
aplicado con éxito cuando son tonocidas las razones de las veloci- 
dades de las partículas líquidas individuales. Como se reconoce de 
las fórmulas anteriores, Bernoulli supuso que todas las partículas 
que en un instante cualquiera se encuentran en un plano horizontal, 
se mantienen en ese plano horizontal, y que las velocidades en los dis- 
tintos planos horizontales son inversamente proporcionales a la sec- 
ción. Esta es la hipótesis del “paralelismo de las capas”. En muchos 
casos ella no responde de manera alguna a la realidad, en otros sólo 
aproximadamente. Si el vaso es muy ancho respecto del orificio de 
salida, entonces no suele hacerse ninguna hipótesis en el movimiento 
de los líquidos, como lo vimos en el desarrollo del teorema de To- 
rricelli. 

17. Algunos casos de movimiento de líquidos han sido tratados 
por Newton y Johan Bernoulli. Consideraremos ahora un caso en el 
cual puede aplicarse de inmediato una ley ya conocida. Un tubo 
cilíndrico acodado, de brazos verticales, está lleno con líquido (Fig. 
214). Sea 1 la longitud de toda la columna líquida. Si se ejerce una 
presión en una de las columnas y el nivel baja de un segmento z, 
se elevará en la otra también de x, de manera que a una elongación 
x, Corresponde una diferencia de nivel 2 x. Si a es la sección del 
tubo y s el peso específico del líquido entonces corresponde a la elon- 


.. a ls 
Eación x la fuerza 2asx, que debiendo mover una masa ÁS 
g 
determina la aceleración 
2asx 29 
= -— Y 
a ls 1 
g 


. .. 2 g 
Que, para la unidad de elongación, da una aceleración ——, Se re- 


conoce que se producen oscilaciones Pendulares de duración 
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líndrico incurvado de una manera arbitraria, tienen las inclinaciones 
ay 6 respecto de la horizontal (Fig. 215a) , €n los sitios donde se 
mueve el nivel del líquido. Cuando el nivel del líquido en una rama 
se desplaza de x, el otro sufre igual desplazamiento. Se engendra 
una diferencia de nivel x (sen q + sen 8), y por consideraciones aná= 


Fig. 214. Fig. 2l5a. 


logas a las anteriores y manteniendo las mismas notaciones encon- 
tramos 


1 
E peer 
g (sen a + sen $) 


Para el péndulo líquido de la Fig. 214 (prescindiendo del frota- 
miento), las leyes del péndulo son válidas exactamente, también para 
grandes oscilaciones, mientras que para el péndulo ordinario sólo 
son válidas aproximadamente para pequeñas oscilaciones. 

18. El centro de gravedad de todo el líquido, sólo puede ele- 
varse a aquella altura, a la cual lo hagan descender las velocidades 
adquiridas. En todos los casos en que este teorema parezca sufrir 
una excepción, puede demostrarse que ella es sólo aparente. La 
fuente de Heron consiste, como es sabido, en tres vasos que designa- 
remos, contados de arriba a abajo, A,B y C. El agua de A fluye 
hacia C, el aire desplazado de C presiona sobre B y produce un 
chorro de agua hacia arriba, que vuelve a caer en A. En verdad, 
el agua de B se eleva notablemente sobre el nivel de ese vaso, pero 
efectivamente sólo pasa por el circuito de la fuente y del vaso A 
a un nivel muy inferior en C. : 

Otra excepción aparente al teorema en cuestión, la ofrece el 
ariete hidráulico de Montgolfier (Fig. 215b), en el cual el líquido, 
debido al trabajo de su propio peso, parece elevarse notablemente 
sobre el nivel primitivo. El líquido sale de un recipiente A a través 
de un largo tubo RR, y entra en el recipiente B, por una válvula e 
que se abre hacia el interior. Si la corriente es suficientemente rá- 
pida, la válvula V se cierra y en el tubo RR se tiene una masa líquida 
m con velocidad v detenida de repente, a la cual entonces debe pri- 
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vársele de su cantidad de movimiento. Si esto ocurre en el tiempo 
t entonces el líquido puede ejercer durante este tiempo la presión 


mo * ey. a Ls ES 
= ——, QUe se añade a la presión hidrostática p. De ahí que, du: 


rante este tiempo, el líquido mediante una válvula puede penetrar 
en un frasco de Heron H con la presión p + q, y elevarse correspon- 
dientemente, en un tubo de elevación SS, a un nivel situado a mayor 
altura del que correspondería 

O .a la simple presión p. Debe ade- 

más observarse que siempre 
una parte considerable de lí- 
quido cae en B, antes de que se 
haya originado, por el trabajo 
en el tubo RR, la velocidad ne- 
cesaria para cerrar v. Sólo una 
pequeña parte se eleva en el 
tubo de elevación SS sobre el 
nivel primitivo, mientras que 
la mayor parte cae de A a B. 
Si se recogiera el líquido que 
ha entrado en SS, se podría es- 
tablecer fácilmente que el cen- 
tro de gravedad de este líquido 
y el que ha caído en B, se en- 
cuentra debido a las pérdidas, 
debajo del nivel de A. 
De la siguiente manera 
muy simple, se puede aclarar 
el principio del ariete hidráuli- 
co, que consiste en la trasmisión 
del trabajo de una gran masa 
de líquido a una parte muy pe- 
queña, con lo que se obtiene 
una gran velocidad. Se cierra 


un vaso con agua (Fig, 216). Si 
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del vaso, todas las velocidades en el mismo son muy pequeñas, y 
casi toda la fuerza viva originada se acumula en el embudo. Si 
todas las partes del interior del embudo tuvieran la misma velo- 


cidad, podrían elevarse al nivel pri.- 
mitivo o, lo que es lo mismo, la ma- 
sa considerada en su conjunto se ele. 
varía hasta que su centro de grave- 
“dad eoincidiera con S. Pero en las 
secciones más angostas del embudo 
la velocidad es mayor que en las sec.. 
ciones anchas, y por tanto las prime- 
ras contienen la parte más conside. 
Fig. 218. rable de fuerza viva. Esa parte del 

líquido se separa entonces de la an- 
terior y se eleva por el cuello del embudo sobre el nivel primitivo, 
mientras que el resto, más considerable, permanece debajo; y 
el centro de gravedad del conjunto no alcanza de nuevo al nivel 
primitivo. 


.S 


e sr 


19. Entre los más importantes trabajos de Daniel Bernoulli 
figura su distinción entre presiones hidrostática e hidrodinámica. En 
efecto, por el movimiento varía la presión del liquido y, de acuerdo 
a las circunstancias, la presión del líquido en movimiento puede ser 
mayor o menor de aquella del líquido en reposo. Aclararemos este 
hecho con un simple ejemplo. El recipiente A de for- 
ma de un cuerpo de rotación de eje vertical, se man- al A 
tiene constantemente lleno con un líquido sin fro- 
tamiento, de tal manera que el nivel del líquido mn K 
no varía mientras la salida tiene lugar por kl. (Figu- 
ra 217). Llamemos 2 la distancia vertical de una parti- 
cula al nivel mn, contada positivamente hacia abajo. 

Sigamos el movimiento hacia abajo de un elemento de 


volumen prismático de base horizontal a y altura B, y Kk 1 
prescindamos de todas las velocidades normales a 2, Fig 217. 


manteniendo la hipótesis del paralelismo de las capas. : 

Sean q la densidad del líquido, v la velocidad del elemento y P 
la presión que depende de z. Si la partícula baja dz el teorema 
de las fuerzas vivas da 


2 dp y 
fl de — a —- f dz 1) 
aBoa( 5 ) abog Ins 


es decir: el incremento de fuerza viva del elemento es a 
bajo de la gravedad del elemento correspondiente, a Pra 
trabajo de las fuerzas de presión del líquido. La presió 
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base superior del elemento es q p, mientras que sobre la inferior es 
a (> +20) Entonces, el elemento sufre hacia arriba una 
dz 


dp 


presión a . B, si la presión aumenta hacia abajo, y el trabajo 


dz 
dp 
que debe disminuirse para el desplazamiento dz es A B dz. La 
z 


ecuación 1 puede simplificarse en 


y? ) E dp a 
d = e gdz — —— dz 
E ( > 8 dz 


€ integrando 


y? 


0 = 0 gz — p + Const. 2) 

Si en dos secciones horizontales €; y %o a profundidades 
2, y za a partir del nivel superior, las velocidades respectivas son 
U,, V2 y las presiones correspondientes P,, Pa podemos escribir la 
ecuación 2 en la forma 


; : 
E (uv? —v2) =09 (21 —22) + P2—Pr- 3) 
Si tomamos como sección a, la del nivel, será 21 =0; p,=0 y te- 


niendo en cuenta que a, Y, = 4, V2, por atravesar en el mismo tiempo 
y en todas las secciones igual cantidad de líquido resulta 


a? ES a? 


0 
Pa = Q 922 + —0,? 
2 as 
La presión del líquido en movimiento Pa (o presión hidrodinámi- 
ca), se obtiene sumando a la presión del líquido en reposo o 92, (a 


Ta O 
presión hidrostática) una presión — v? 


que depende de la 
Ay? 

densidad, de la velocidad de la corriente y de la sección. En las 

secciones mayores que la superficie libre -del líquido, la presión 

hidrodinámica es también mayor que la presión hidrostática e in- 

versamente, 


Para aclarar aún más el teorema de Bernoulli, imaginemos el 
líquido en el recipient 


e Á sin peso, y que la salida se produzca por 
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una presión constante p, ejercida sobre la superficie libre. La ecua- 
ción 3 toma entonces la forma 


0 
P=D=+ a (02 —v2). 


Si se sigue una partícula en el recipiente a partir del nivel del líqui- 
do, a cada aumento de la velocidad de la corriente (secciones estre- 
chas) corresponde una disminución de la presión, a cada disminu- 
ción de la velocidad de la corriente (secciones anchas) un aumento 
de la presión. Esto puede también comprenderse sin cálculo alguno. 
En el caso considerado toda variación de la velocidad de una par- 
tícula líquida, debe ser producida exclusivamente por el trabajo de 
las fuerzas de presión del líquido. Si un elemento entra en una sec- 
ción estrecha, en la que prevalece una velocidad de corriente ele- 
vada, sólo puede lograrse esta elevada velocidad si en la cara superior 
del elemento actúa una presión mayor que en la inferior, es decir 
si se mueve de los puntos de mayor presión a los puntos de menor 
presión, cuando la presión disminuye en el sentido del movimiento. 
Si por un instante imagináramos igual presión en una sección ancha 
y en la subsiguiente sección estrecha, no existiría aceleración en la 
sección estrecha. Los elementos no saldrían con la rapidez suficiente, 
se anularían antes de penetrar en la sección estrecha y la elevación 
correspondiente de presión se produciría con anterioridad. El caso 
inverso es evidente. 


20. Si se tratan casos más complicados, los problemas sobre el 
movimiento de los líquidos ofrecen grandes dificultades, aun pres- 
cindiendo del frotamiento. Esas dificultades aún aumentan cuando 
se debe tomar en consideración la influencia del frotamiento. De 
hecho, no obstante que estas investigaciones procedan de Newton, 
hasta ahora sólo han podido ser su- 
perados unos pocos casos muy sim- 
ples de este tipo. Nos conformare- 
mos con un ejemplo sencillo, Si en 
un recipiente de altura de presión 
h, el líquido no sale por un ori- 
ficio en su base, sino a través. de 
un tubo cilíndrico ancho, la velo- 
cidad de salida v es menor Eee 
la que resultaría del teorema de ñ 
Torricelli, pues una parte del trabajo se consume en el frotamiento. 


E h. Haciendo h =h, + ha, 
a e Lo la altura de resistencia, 


llamaremos h, la altura de velocidad y hy q A 
Si al tubo cilíndrico se le aplican tubitos dedos me 
218), el líquido se eleva en ellos a una altura tal que eq 
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presión en el tubo principal y sirve de indicador de la misma. Eg 
importante observar que en el origen del tubo la altura del líquido 
es = ho, y que va disminuyendo hacia la salida, siguiendo una ley 
lineal hasta anularse. Se trata ahora de explicar este hecho. 

En el tubo de salida horizontal ya no actúa más directamente 
la gravedad sobre el líquido, sino que todos sus efectos se le tras- 
miten únicamente por la presión del líquido circundante. Si nos 
imaginamos un elemento líquido prismático de base a y longitud f 
que se desplaza, en el sentido de su longitud, de dz el trabajo pro- 
ducido es como en el caso anterior. : 


dp dp 
—a —-B dz = —afB —— dz. 
dz dz 
Y para un desplazamiento finito encontramos 
Pa 
dp , 
—af$ | — dz =—af (p.— px) 1) 
dz 
P1 


Será trabajo producido cuando el elemento de volumen se desplaza 

de un lugar de presión superior a un lugar de presión inferior. La 

cantidad de trabajo depende únicamente de la magnitud del ele- 

mento de volumen y de la diferencia de pre- 

X - sión entre el estado inicial y el estado final, 

pero no de la longitud y de la forma del ca- 

pp. mino. Si en un caso la presión disminuyera 

y doblemente más rápido que en otro, la dife- 

2 bz € rencia de presión entre las caras anterior y 

Fig. 219, posterior y, por ende, la fuerza que trabaja 

; se duplicaría, pero el camino recorrido sería 

la mitad. De ahí que el trabajo que haría sería el mismo (a lo largo 
de los segmentos ab o ac, en la Fig. 219). 

Por todas las secciones q del tubo cilíndrico horizontal el líquido 

corre con la misma velacidad v. Si se considera un elemento de 


as diferencias de velocidad en la misma 


líquido, prescindiendo de 1 
sección, que llene la sección q y que tenga la longitud f, su fuerza 
y? 


viva qf der mantiene invariable a lo largo de todo el recorrido 


del tubo. Esto sólo es posible si la fuerza viva consumida en el 


frotamiento, es sustituída por el trabajo de las fuerzas de presión. 


Por tant j jini “e 
eds ed sentido del movimiento de los elementos, la presión 


Y y precisamente de partes iguales para segmentos 
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iguales de recorrido, pues le corresponde iguales trabajos de frota- 
miento. El trabajo total de la gravedad, que es producido por un 
elemento líquido que entra qf$ q, es qfB y gh. De éste, corresponde 
a la fuerza viva del elemento que entra por la boca del tubo con 


a 


po 


velocidad v, la parte q f Q > , Y recordando que v — y 2 gh, la 


parte q f 0 9h,. El resto del trabajo q $ y ghz se consume pues en el 
tubo, si se prescinde de las pérdidas en el recipiente, teniendo en 
cuenta la lentitud del movimiento. 

Si en el recipiente, en el comienzo del tubo y en su extremidad 
las alturas de presión son respectivamente h, h,, O, o las presiones 
P = M9 Q; Pa = 92h q; O, según la ecuación 1 de la página 351, el: 
trabajo que origina la fuerza viva del elemento que entra por la 
boca del tubo es 

y? 
=a6B (p—pz2) =aBgo(h—h,) =aP$goh, 


aBe 


y el trabajo que es trasmitido por la presión del líquido al elemento 
que atraviesa la longitud del tubo es 


apr.=afgo0hz, 
es decir el trabajo que precisamente se consume en el tubo. 


Supongamos por un instante que la presión en el tubo no dis- 
minuye según una ley lineal, desde la boca a la salida desde Pa 
a cero, sino que la distribución de la presión fuera otra; por ejemplo, 
que la presión se mantuviera constante a lo largo de todo el tubo. 
En cuanto las partículas que preceden pierden velocidad debido al 
frotamiento, las siguientes serán apretadas y se producirá en la boca 
del tubo aquella elevación de presión que exige la velocidad cons- 
tante a lo largo de todo el tubo. Sólo en la extremidad del mismo 
la presión puede ser — 0, pues nada impide al líquido mismo librarse 
de cualquier presión que sobre él se ejerza. 

Si nos representamos el líqui. 
do como un conjunto de esferas 
elásticas pulidas, son las esferas 
situadas en el fondo del vaso las 
que están más fuertemente com- | | 
primidas: ellas penetran en el tu- A A 
bo en un estado de compresión que  - 
poco a poco van perdiendo en el Fig. 220. 
transcurso del movimiento. Deja- 
mos al lector desarrollar más ampliamente este modelo. : 

De acuerdo a una observación anterior se comprende que e 
trabajo que reside en la compresión del líquido mismo es muy 
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pequeño. El movimiento del líquido nace del trabajo de la gravedad 
en el recipiente ,que se transmite a las partículas del tubo mediante 
la presión del líquido comprimido. 

Una modificación interesante del caso que acabamos de discutir 
se obtiene si se hace correr el líquido por un tubo compuesto de 
muchos trozos cilíndricos de distinto ancho. En los tubos más estre- 
chos, donde tiene lugar un mayor consumo de trabajo de frota- 
miento, la presión en el sentido de la corriente (Fig. 220) disminuye 
más rápidamente que en los otros. Además se observa todo pasaje 
a un tubo más ancho, es decir a una velocidad de corriente menor, 
un aumento de la presión (un remolino positivo), y en todo pasaje 
a un tubo más estrecho, es decir y una velocidad de corriente mayor, 
una rápida disminución de presión (un remolino negativo). La 
velocidad de un elemento líquido, sobre el que no actúa directamente' 
ninguna fuerza, sólo puede en efecto aumentar o disminuir si pasa 
a puntos de presión mayor o menor. 


CAPÍTULO IV 


EL DESARROLLO FORMAL DE LA MECANICA 


1. El problema de los isoperímetros 


1. Una vez que mediante la observación se han establecido fir- 
memente los hechos más importantes de una ciencia, comienza para 
esa ciencia un nuevo período: el período deductivo, que tratamos 
en el precedente capítulo. Se trata entonces de reconstruir men- 
talmente los hechos, sin tener que llamar constantemente a la 
observación en su auxilio. Reconstruímos los hechos más generales 
y complicados, imaginándolos compuestos de elementos más simples 
bien conocidos y dados por la observación. Y este proceso de desarro- 
llo de la ciencia no está debidamente cumplido, mientras de la 
expresión de los hechos más elementales (los principios), no se 
deduzca la expresión de los casos más complicados que se presentan 
comúnmente (teoremas), y en los que aparezcan siempre aquellos 
mismos elementos. Al desarrollo deductivo sigue el desarrollo for- 
mal. Se trata ahora de disponer en un sistema, en un orden claro, 
los hechos que se presentan y a reconstruirlos de tal manera que 
cada uno de ellos pueda encontrarse y establecerse con el menor 
esfuerzo posible. En este método de reconstrucción ha de aportarse 
la máxima uniformidad, a fin de que pueda asimilarse fácilmente. 
Debe observarse que los períodos de observación, deducción y des- 
arrollo formal no están separados netamente entre sí, sino que 
frecuentemente estos procesos prosiguen uno al lado del otro, aun- 
que en su conjunto no deba desconocerse su sucesión. 


2. Sobre el desarrollo formal de la mecánica ha ejercido una 
notable influencia un tipo especial de cuestiones matemáticas, que 
han ocupado intensivamente a los investigadores del siglo XVI y 
principios del XVIIL Es sobre estas cuestiones, los llamados pro- 
blemas de los isoperímetros, que nos detendremos ahora. Ya los 
antiguos matemáticos griegos trataron problemas sobre los ed 
o menores valores de ciertas magnitudes, sobre máximos y e 
Pitágoras ya debe haber enseñado que entre todas las figuras p qn 
el círculo es la que ofrece la mayor superficie para re a 
dado. Tampoco debía ser extraña a los antiguos la idea e 0 
cierto ahorro en los procesos de la naturaleza, Herón dedujo la ley 
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de la reflexión de la luz de la hipótesis que la luz, partiendo de 
un punto A y llegando al punto B por reflexión en M (Fig. 221) 
i el camino más corto. A 

re plano del dibujo es el plano de reflexión, 55 la sección 
con el reflector, A y B el punto de partida y el final del rayo 
luminoso, y M el punto de reflexión, se reconoce de inmediato que 
la línea AMB, siendo B* simétrico de B, es una recta. La línea 

. AMB' es más corta que otra cualquie- 


A ra como ANB', por tanto también es 
: B AMB más corta que ANB. Pensamien- 
Mi tos semejantes abrigó Pappus respec- 
A to de la naturaleza orgánica, explicando 
S : Mo S por ejemplo las celdas de las abejas 
E B por la tendencia a un ahorro de mate- 
tg. . 


a rial lo mayor posible. Estas ideas, con 
el renacimiento de la ciencia, no cayeron en terreno estéril. Ellas 
fueron adoptadas, ante todo por Fermat y Roberval, quienes dieron 
el método para el tratamiento de estas cuestiones. Observaron 
estos investigadores, cosa que antes había hecho Kepler, que una 
magnitud y que depende de otra x, en las proximidades de sus valo- 
res más grandes o más pequeños se comportaba en general de una 
manera peculiar. Si representamos x como abscisa e y como orde- 
nada, cuando y crece con Y y pasa por un 
valor máximo, el ascenso se convierte en un 
descenso, y recíprocamente, en un valor mí. 
nimo, el descenso en ascenso. De ahí enton- 
ces que los valores cercanos a los valores ly 
máximo y mínimo, están muy próximos entre 
sí y la correspondiente tangente a la curva 
llega a ser paralela al eje de las abscisas 
(Fig. 222). De manera que para la búsqueda de los valores máxi- 
mo o mínimo se buscan esas tangentes paralelas, 

Este método de la tangente puede de inmediato traducirse en 
el cálculo. Sea, por ejemplo, separar de un cierto segmento dado . 
4, un trozo x tal que el producto de ambas secciones x y a—, 
Sea el más grande posible. Consideremos entonces ese producto 
x(a— x), como una magnitud y dependiente de xw. Para el valor 
máximo de y, una variación infinitamente pequeña de x, sea E, no 
importará ninguna variación para Y. Encontraremos entonces ese va- 
lor correspondiente de x haciendo r(a—x) = (2+E) (a—x—E), 


— X 


Fig, 222. 


o ar — 2 =a0 +02 —oE—wE-+ E 


O 0=a—20—E 
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Como E puede ser arbitrariamente pequeño, será también 
0=4a—2xzx 


a 
de donde queda determinado para ese valor 1 =——. 


: Se ve que este proceso traduce algebraicamente el método geo- 
métrico de la tangente y que al mismo tiempo contiene en germen 
el cálculo diferencial. ! 

Fermat trató de encontrar para la ley de la refracción de la 
luz, una expresión análoga a la ley de la reflexión de Herón. Para 
ello parte de la observación que la luz que partiendo de un punto 
A (Fig. 223) y se refracta en M, no alcanza 
a B siguiendo el camino más corto, sino que 
lo hace en el tiempo más breve. Si el ca- 
mino AMB debe ser recorrido en el tiempo 
más breve, un camino ANB infinitamente 
próximo exigirá para su recorrido el Mis. 
mo tiempo. Si trazamos desde N y M, res- 
pectivamente, las normales NP y MQ a AM 
y MB, el recorrido antes de la refracción 
disminuye a MP =MN sen a, y después 
de la refracción crece de NQ = MN sen p. Fig 22%. > 
Por tanto si 0, y Va indican, respectivamente o i 
las velocidades en el primero y segundo medio, será el tiempo para 
AMB un mínimo cuando 


MN sen a MN sen $ se 


251 Va 
ON sen a 
o ——=———=M, 
Da sen f 


donde n es el índice de refracción. Como lo observara Leibniz, la 
presenta entonces como un Caso 


ley de la reflexión de Herón se r 1 
particular de la ley de la refracción. Para iguales diera 
v; — Vs, la condición de tiempo mínimo es idéntica a la condición 
de recorrido mínimo. : e 
En sus investigaciones ópticas Huygens mantuvo y pr pel 
idea de Fermat, considerando trayectorias ONE e se 
sino curvilíneas en medios en los que la ape e 
continuamente de lugar a lugar y reconoció que a “24. O 
continuaba siendo válida. De ahí que en la multiplicidad de 
los movimientos de la luz, la tendencia a un MN 
pleado parece ser un rasgo fundamental. 
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3. Propiedades semejantes de máximos y mínimos se presentan 
también en la consideración de los fenómenos mecánicos. Como ya 
tuvimos ocasión de mencionarlo, Johann Bernoulli sabía que una 
cadena libremente suspendida adopta aquella forma para la cual el 
centro de gravedad de la cadena adopta la posición más baja 
posible. Esta reflexión debía naturalmente asomarse al investigador 
que fué el primero en reconocer el significado general del teorema 
de los desplazamientos virtuales. Tales observaciones alentaron en 
general a una investigación más exacta de las propiedades de los 
máximos y mínimos. El problema de la braquistocrona, planteado 
por Johann Bernoulli, dió el mayor impulso a tal movimiento cien- 
tífico. Sean A y B, dos puntos situados en un plano vertical. Se pide 
cuál es la curva de ese plano según la cual un cuerpo, obligado 
a mantenerse en él, va de 4 a B en el tiempo más breve. El proble- 
ma fué resuelto de una manera muy ingeniosa por Johann Bernoulli 
mismo, pero fuera de él, también lo resolvieron Leibniz, L'Hópital, 
Newton y Jakob Bernoulli. 

La solución más notable es la de Johann Bernoulli mismo. Ob- 
servó que problemas de esta índole ya se habían resuelto, no pre- 
cisamente referidos a la caída de los cuerpos, sino a la propagación 
de la luz. Entonces imagina sustituido de manera adecuada, el 
movimiento de caída por el de propagación de la luz (véase pág. 
318 y sig.). Ambos puntos A y B deben encontrarse en un medio 
(Fig. 223a) en el cual la velocidad de la luz disminuya hacia abajo 
con la misma ley que la velocidad de caída. Si el medio se com- 
pone de estratos horizontales de densidad decreciente hacia abajo, 
la velocidad de la luz en un estrato estará dada porv = y 2gh 
donde h es la profundidad respecto de A. Un rayo de luz que, en 
estas condiciones va de A a B recorre ese camino en el tiempo más 


corto y por tanto da al mismo tiempo la curva del tiempo más 
breve de caída. 


Á 


3 


Fig. 223 a. 


Si para cada estrato designa con a, 
mados por los elementos de la curva co 
la normal a los estratos y con 0, Y”, p” 
pondientes, será ÓN 


o”, a”,... los ángulos for- 
n la vertical, es decir con 
++. las velocidades corres» 
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sen a sena sena” 


KH— ——_ — 
Pm 


v v p” 


o, lo que es lo mismo, si Y indica la distancia vertical a partir de 
A e y la distancia horizontal desde A y con s designamos el elemen- 
to de curva 


De esto se deduce a 
dy? — k? v? ds? — k? v? (dx? 4 dy?) 
y teniendo en cuenta que v=wy2gh, 


1 


dy — dx donde a—= 


a—u 29k2 


Y ésta es la ecuación de la cicloide descrita por un punto de 


a 1 
la circunferencia de radio r =——= que rueda sobre una 
2 4 gk2 


* recta. 

Para encontrar la cicloide que pasa por A y por B, observemos 
que todas las cicloides que se engendran por construcciones seme- 
jantes son semejantes, y que todas las cicloides que parten de A 
por rodamiento sobre AD estarán dispuestas semejantemente res- 
pecto del punto A. Si trazamos entonces la recta AB y construimos 
una cicloide cualquiera que corta a esa recta en B* (Fig. 224), y 
el radio del círculo generador es r”, el radio del círculo generador 
de la cicloide buscada será 

AB 


== Ñ . 
AB 
La manera cómo Johann Bernoulli ha resuelto de golpe el pro- 
blema, sin disponer de método alguno, acudiendo simplemente a su 
imaginación geométrica y la manera cómo supo utilizar sagazmente 
lo ya conocido, es realmente notable y admirablemente hermosa. 
En el dominio de la ciencia, reconocemos en Johann Bernoulli una 
verdadera naturaleza artística. Su hermano Jakob Bernoulli fué 
una personalidad científica totalmente diferente. Participaba de 


] EA m imaginació: 
un mayor espíritu crítico, pero también de una meno imaginación 
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creadora. También Jakob Bernoulli resolvió el conce ON 
aunque de una manera: menos feliz, Sin embargo pS ejó e 28 
arrollar, con mayor profundidad, el método genera para e eS 
miento de problemas de esta índole. Encontramos así en ambos 
hermanos, en forma separada, los dos aspectos del genio e ntUsico 
que en los más grandes investigadores, como por ejemplo Newton, 
se dan reunidos con un vigor extraordinario. Ya veremos cómo estas 


Viñeta del libro: Leibnitzii et Johann Bernoullii commercium 
epistolicum, Lausannae et Genevae, Bousquet 1745. 


tendencias, cuando están encarnadas en personas distintas, pueden 
dar lugar a violentas luchas abiertas, mientras que en otras circuns- 


tancias, reunidas en la misma persona, su contraste puede pasar 
inadvertido. 


4. Jakob Bernoulli encontró que lo que hasta entonces se había 
investigado era, fundamentalmente, para qué valor de una magnitud 


variable, otra variable dependiente de la anterior (o función de la 
misma) adoptaba el valor mayor o 


Los teoremas fundamentales 
(“Acta eruditorum”, 1697) para 
guientes: ] 

1) Cuando una curva posee una propiedad de máximo o míni- 
mo, también Posee esa propiedad cualquier trozo de la curva, por 
Pequeño que sea, 


que le sirven a Jakob Bernoulli 
resolver el problema, son los si- 
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2) Así como los valores próximos a los valores máximos o mí- 
nimos de una magnitud, para una variación infinitamente pequeña 
de la variable independiente, se mantienen iguales a esos valores 
máximo o mínimo, asimismo toda magnitud que en la curya buscada 
debe ser máxima o mínima, mantiene el mismo valor para las curvas 
infinitamente próximas. 

3) Además, en el caso particular de la braquistocrona, debe ad- 
mitirse que la velocidad adquirida sea v = Y 2 gh, donde h significa 
la altura de caída. 

Si se imagina dado un pequeño trozo ABC de la curva en 
cuestión (Fig. 225), se traza la horizontal por B y se pasa al trozo 
de curva ADC se obtiene, por consideracio- 
nes completamente análogas a las discuti- A 
das al tratar el teorema de Fermat, la co- 
nocida relación entre las velocidades y los 
senos de los ángulos que forman los ele- B 
mentos de la curva con la vertical De H 
acuerdo a 1 hay que admitir que también 
el trozo ABC es una braquistocrona, y se- C 
gún 2 que ADC es recorrido en el mismo Fig. 295. 
tiempo que ABC. El cálculo de Bernoulli . 
es muy penoso, pero su esencia es evidente y el problema es resuelto 
con los principios enunciados, 

Siguiendo la costumbre de los matemáticos de la época, con la 
solución del problema de la braquistocrona Jakob Bernoulli planteó 
el “problema de los isoperímetros”, más general que el anterior, en 
la forma siguiente: 

“Entre todas las curvas isoperímetros que pasan por dos puntos 
fijos (es decir curvas de igual perímetro o de igual longitud), encon- 
trar aquella para la cual se hace máxima o mínima el área encerrada 
entre las ordenadas de los puntos extremos, la porción del eje com- 
prendida entre ambas ordenadas y otra curva cualquiera, cuyas 
ordenadas son, para la misma e una cierta función de la 
ordenada o del arco de la curva buscada. ! 

Sea, por ejemplo, determinar la curva BFN (Fig. 226) que An 
vor los puntos B y N, de tal manera que entre todas las curva 
E E : ¡ h máxima la superficie 
que pasen por B y N y de igual longitud, haga LK)»; etc. Sea BH 
de BZN, cuyas ordenadas PZ= (Pr ya; LM= ( E : do de BZN 
la curva representativa de la relación entre las no PR PE ne 
y las ordenadas de BFN. Para deducir entonces P. A E e 
“FGH perpendicular a BG, siendo BG a su vez norma a 


7 d E 
toma PZ = GH, procediendo igualmente para las demás ordenadas 


Tomemos BP = y; PF =*; PZ=""- Johann Bernoulli dió de in- 
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mediato la solución en la forma 


an dae 
Y Cr E ed ROOTS > 
y an — xq?n 


donde a significa una constante arbitraria. Para n—=1 es 


xdx 


va—=x 
es decir que BFN es un semicírculo de diámetro BN, y la superficie 
BZN es entonces igual a la superficie BFN. Para este caso especial 
la solución es exacta, pero no es válida para el caso general, 

Entonces Jakob Bernoulli se propu- 
so: primero, encontrar el proceso del ra. 
ciocinio de su hermano; segundo, mostrar 
las contradicciones y errores del mismo; 
y tercero, dar la verdadera solución. Los 
celos y la animosidad recíproca entre am- 
bos hermanos se puso aquí de manifiesto, 
y dió lugar a una lucha violenta, amarga 

Fig. 226, Y poco recomendable, que se mantuvo 

hasta la muerte de Jakob. Después de la 

muerte de Jakob, Johann reconoció su error y adoptó el método 
exacto de su hermano. 

Jakob Bernoulli había sospechado con razón que J ohann, condu- 
cido probablemente por los resultados de sus investigaciones sobre 
la catenaria y la curva de las Velas (de los navíos), había ensayado 
nuevamente una solución indirecta, imaginando BFN lleno con un 
líquido de peso específico variable, y determinando la curva BFN 
mediante la posición más baja del centro de gravedad. Si se hace 
la ordenada PZ = Pp, entonces para la ordenada PF — x el peso espe- 


Yy= =a— y a? — a?, 


$e rl . Pp 
cífico del líquido debe ser ——, y análogamente para todas las de- 
Xx 


más ordenadas, El peso de un hilo vertical es 


, Y SU momen- 


. ¿pdy 1 


to respecto de BN es zx = —— p dy 
2 


x 


Para la posición más baja del centro de gravedad a Sody o 


dy = áxi a 
SP dy = BZN, debe Ser un .máximo. ' Pero aquí, como Jakob Ber- 
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noulli observa exactamente, se ha pasado por alto que, con la varia 
ción de la curva BFN, también varía el peso del líquido, de manera 
que las consideraciones en esta forma simple no son admisibles. 
Jakob Bernoulli mismo resolvió el problema admitiendo nue- 
vamente que también el pequeño segmento de 
curva FF (Fig. 227), posee la propiedad exi- 
gida y considerando, de los cuatro puntos 
consecutivos F F, Fu Fun, fijos los dos exterio- 
res F, Fu mientras hace variar F, y Fu de tal 
manera que la longitud del arco F F, Fa Fix E 
permanezca invariable, cosa que naturalmente 
sólo es posible mediante el desplazamiento de Fig. 227. 
dos puntos. No seguiremos sus cálculos compli- 
cados y difíciles. Por lo dicho, queda claramente indicado el principio 
que dirige a los mismos. Con las notaciones anteriores, según Jakob 


Za Ze 
72 


pdx 
Bernoulli, f p dy es un máximo para dy = —————, y fp dy es 
va—=» 
0 (a—p) de 
un mínimo para dy = ———_—__—_—_—_—_—_—_— 
v 2ap—p? 


Las disensiones entre ambos hermanos fueron sin duda lamen- 
tables. Sin embargo sólo el genio del uno y la profundidad del otro, 
aportaron los mejores frutos a través del estímulo que las cuestiones 
que ellos trataron, significó para Euler y Lagrange. 

5. Euler (“Problematis isoperimetrici solutio generalis”, Com. 
Acad. Petr., Tomo VI, 1738) fué el primero en dar un método gene- 
ral para el tratamiento de estos problemas de máximo o minimo, 
o problema de los isoperímetros, aunque apoyándose constantemente 
sobre detalladas consideraciones geométricas. Clasificó los proble- 
mas respectivos, cuya distinción reconoció y advirtió claramente, en 
las clases siguientes: 

1) Entre todas las curvas, determinar aquella para la cual una 
propiedad A es un máximo o un minimo. A ! 

2) Entre todas las curvas que tienen de común una misma mag- 
nitud A, determinar aquella para la cual B es un máximo o Un Iml- 
nimo. ] 

3) Entre todas las curvas que tienen en común A y B, iS 
minar aquella que hace C máximo o minimo, y asi dp in 

Un problema de la primera clase es, por ejemplo, 7 e ce 
ción de la curva más corta entre aquellas que pasan por a E y N 
M y N (Fig. 228). Buscar entre las curvas que pasan pi 


y de longitud dada, aquélla para la cual la superficie MPN se hace 
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máxima, es un problema de la segunda clase. Un problema de la 
tercera clase es el de buscar, entre todas las curvas de longitud dada 
que pasan por los puntos M y N y que encierran igual superficie 
MPN =— B, aquélla para la cual su rotación alrededor de MN describe 
la menor superficie de revolución. Observemos que la búsqueda de 
un máximo o un mínimo absoluto, sin satisfacer ninguna condición, 
no tiene ningún sentido. Así por ejemplo, todas las curvas entre las 
cuales, de acuerdo al primer problema, debe buscarse la más corta, 
poseen la propiedad común de pasar por los mismos puntos M y N, 
Para la solución de los problemas de la pri- 

P mera clase, es suficiente la variación de dos ele- 
LEON mentos de la curva o de un punto de la curva. En 

M N el tratamiento de los problemas de la segunda cla- 

se deben variar tres elementos (o dos puntos) de la 

P curva, pues el arco variado debe tener en común, 

M ÓLEO con el no variado, la propiedad A y también la pro- 
piedad B, pues ésta ha de ser máxima o mínima, 

y. por tanto deben satisfacerse dos condiciones. Lo 
mismo, exigirán los problemas de la tercera cla=- 
se la variación de cuatro elementos de curva, etc. 
Se ve que el tratamiento de un problema de una clase superior 
resuelve también la de su recíproco. Así, por ejemplo, en los de la 
tercera clase, varían cuatro elementos de tal manera que el arco 
de curva variado con el primitivo tienen en común los valores A, 
B y (por cuanto C debe ser máximo o mínimo) también C.' Pero 
las mismas condiciones se satisfacen, si se debe buscar entre todas 
las curvas con B y C comunes, aquélla para la cual A es máximo 
o mínimo, o entre todas las curvas de 4 y C comunes, aquélla con el 
máximo o mínimo de B. Así para dar un ejemplo de la segunda 
clase, el círculo, encierra entre todas las curvas de igual longitud A; 
po ada superficie B y el círculo tiene también, entre todas las 
Fa s que Encierran igual superficie B, la longitud más corta A. 
El Pesca e os pde due e sea una propiedad común o sea un 
en este hecho la postbilidad de. : a ñ E A 
superiores a los problemas 4 a reducir los problemas de las clases 
entre todas las curvas pe 1 a E O A 
ni a de E valor a ceo debe buscarse aquella 
A ni o o e buscar la curva para la cual 
; una constante arbitraria, Pues si, 


en cuestión, no debe variar el valor 


Fig. 228. 


6. Con esto Euler 1 


ogró otro im 
problema de la braquist portante progreso. Al tratar el 


Ocrona en un medio resistente, que él y Her- 
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mann estudiaban, se revelaron sus métodos como insuficientes. En 
efecto, en la braquistocrona en el espacio vacío, la velocidad depen- 
día solamente de la altura de caida. La velocidad en un seg- 
mento de curva no depende de la de otro segmento de curva 
Puede entonces decirse que efectivamente, cada elemento de 
curva arbitrariamente pequeño es braquistocrono. La cosa es dife- 
rente en el medio resistente. La forma y la longitud del recorrido 
anterior tienen influencia sobre la velocidad del elemento. Toda 
la curva puede ser braquistocrona, sin que cada una de sus partes 
muestre esa propiedad. Mediante consideraciones de esta índole, 
Euler reconoció que los principios introducidos por Jakob Bernoulli 
no tenían validez general y que en los casos de la índole considera- 
da, se hacía necesario un tratamiento más detallado. 


7. A través de numerosos problemas y de una clara sistematiza- 
ción de los mismos, Euler llegó poco a poco a encontrar en esencia 
los mismos métodos que más tarde desarrolló Lagrange a su manera 
y que en conjunto toman el nombre de Cálculo de las variaciones. 
Entonces: Johann Bernoulli encontró por analogía una solución ac- 
cidental de un problema, Jakob Bernoulli desarrolló un método geo- 
métrico para la solución de problemas análogos. Euler generalizó 
el problema y el método geométrico. Finalmente Lagrange se libra 
de la consideración de las figuras geométricas y dió un método ana- 
lítico. Observó, precisamente, que los incrementos que experimen- 
tan las funciones debido a una variación de la forma de la función, 
son completamente análogos a los incrementos debidos a la variación 
de las variables independientes. Para establecer la diferencia entre 
ambos incrementos designó los primeros con 8, los segundos con d. 
Pero en cuanto tuvo en cuenta esta analogía, Lagrange pudo escribir 
las ecuaciones que conducen a la solución de los problemas de máxi- 
mo o mínimo. Pero Lagrange no dió, ni tampoco buscó, una mas 
amplia fundamentación de esta idea que tan fructífera se ha Tnos- 
trado. Su trabajo es totalmente peculiar. Con una perspicacia de 
gran valor económico, reconoció las bases que le parecieron RA 
temente seguras y utilizables, como para edificar sobre ellas. ia 
principios fundamentales mismos se justificaban por su e a 
lugar de ocuparse en demostrar los principios fundamenta de E 
de manifiesto el éxito con que podían ser utilizados ('“Essal 
nouvelle méthode, etc.”, Misc. Taur., 1762). 8 dEl 

Es fácil comprender entonces las dificultades que aa eS 
contemporáneos y los sucesores de Lagrange para pene o UEGE ie 
pletamente de sus ideas. Euler se esforzó, en vano, en e ad 
diferencia entre una variación y una diferencial, Aa Pra 
tantes contenidas en la función, con cuya variación varia á hs 
de la función. La variación entonces sería el incremento as ña 
ción correspondiente al incremento de esas constantes, mi 
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diferencial sería el incremento de la función correspondiente a los 
incrementos de las variables independientes. De esta manera resul- 
ta, para el cálculo de las variaciones, una concepción peculiar, tímida, 
estrecha e inconsecuente, que seguramente no condice con la de 
Lagrange, Todavía el libro moderno de Lindelóf, bastante notable, 
se resiente de este defecto. Según nuestra opinión, recién Jellett 
ha dado una exposición completamente adecuada de las ideas de 
Lagrange. Jellet parece habernos dado lo. que Lagrange no pudo 
quizás expresar totalmente, o lo que Lagrange supuso quizás que 
era superfluo expresar. 


8. La concepción de Jellett, en síntesis, es la siguiente. Así 
como se consideran los valores de muchas magnitudes como cons- 
tantes y los valores de otras como variables, y entre estas últimas 
magnitudes se distinguen nuevamente las variables independientes 
(o arbitrarias) de las variables dependientes (funciones variables), 
así también se puede encarar la forma de una función como determi- 
nada o indeterminada (variable). Si la forma de una función 
Y = q (x) es variable, el valor de la función y puede variar, tanto 
por el incremento dx de la variable independiente Y, como por la 
variación de la forma al pasar de p a qu. El primer cambio es la 
diferencial dy, el último es la variación ¿ y. Se tiene entonces 


dy=p (24d) —q(x) y 9 Y = qu (2) —p (2). 
El cambio de valor de una función indeterminada, motivado por 


determinada (contenida en F), cuando se produce una variación 
de forma de esta función q. Si, por ejemplo, se tiene una curva pla- 
na de forma indeterminada Y= q (x), la longitud de un arco de la 
misma comprendido entre las abscisas To y Y, 


Ty E m; 
y (x) 
A 
> 7 dx 
Lo Lo 
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ejemplo la función S no contiene directamente la función Y, sino su 
dy 

primera derivada EE que a su vez depende de y. Si u=F (y) 
x 


es una función determinada de una indeterminada Y =q (0), se 
tiene entonces 


daF 
d3u=F (y o) a AN 


dy 
: dy 
Sea en cambio u — F (y, > una función determinada de una fun- 


ción indeterminada Y = q (1). Para una variación de la forma de 


dy dy 
q varían los valores de y de $y, y los de —— de 5 ——. La correspon- 
du dx 
diente variación del valor de u es 
dy dy 
ar) aru 
dx dx dy 
A  -—AA=>>—>—>—+— A Á 9 y + q 
dy dy de 


Por la definición se obtiene como expresión de 
dy d(y+05y) dy doy 


— a a 


dx dx dx 
Y de la misma manera sin mayor dificultad 
d*y d? dy 
K— == ——, etc. 
dx? dx? 


Entremos ahora a estudiar el problema de averiguar para qué 


Y 
forma de la función y = y (x) la expresión U — - $ Vaz, toma su 
0 


valor máximo o mínimo siendo 


dy dy ) 
IE PES ...) 


donde F es una función determinada y q una función indeterminada. 
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El valor de U puede variar con la variación de los límites, pues fuera 
de estos límites la variación de la variable independiente x, como tal, 
no tiene influencia alguna sobre U. Si consideramos fijos los lími- 
tes no tenemos por qué preocuparnos entonces de x. En tal caso 
el valor de U sólo varía por la variación de la forma de y = q (x), 


dy d?*y ME 
que lleva consigo para Y, —, etc., las variaciones Ú y, 
: E dx dx? 
dy d*y : 
$——, Ó , €te., de sus valores. La variación total de U que in- 
dx dx? 


dicaremos con DU y cuya expresión —.0 da la condición de máximo 
o mínimo, se compone de la diferencial du y de la variación $ U, de 
modo que - 
DU — dU +5U=0. 
Encontramos pues 


Xi Xi 
DU = Va dz, — Vado +3 f Váz =V, dx, —Vo dro + Povaz, 


To Yo 
donde V, dx, y Vo x, son los términos que hay que agregar y restar 


debido a la variación de los límites. De acuerdo a lo anterior tene- 
mos además 


dy dv d*y 


av av 
9 V=——8 Y + ——— $ — + ——— 8 = 
dy dy de d*y dx? 
—— d 
da EA dx? 
dv. dV diy dV dy 
— — Ó y + ... 
dy dy dx dy dx? 
d— d — 
de . dal 
Poniendo para abreviar * 
CA dv 
Ñ—K—=N ; : = Py; =P; 
. dy dy ñ diy dl 
A oz d — d 
de dx? 


es entonces 


Xi 7 
o dy da ds 
lí de a d 
To... mE Ñ Ñ 
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Aquí la cosa se dificulta considerando que en el segundo miembro, 


dy dby 
no sólo se presenta 3 y sino también las expresiones , La 
dx dx? 
que en verdad dependen entre sí, pero de una manera que no se 
advierte de inmediato. Para eliminar esta dificultad apliquemos 
reiteradamente la fórmula conocida 


fudvo — uv— f vdu 


de donde resulta: 


ddy dP, 
P, dx =P,0y — dydx, 
dz dx 
ddy ddy dPz diy 
id p dx =P, — de= 
dx? dx dx dx 


ddy dP d*Pa 
= P, — z dy + 3 ydx, etc.... 
dx dx da? 


Entonces llevando a cabo, en cada caso, la integración entre los 57 
mites correspondientes obtenemos para la condición DU=—0 la 


expresión 


dP, 
A de + Jo 
y z 
ddy 
- 2 En 


dóy 
ES se +...) ( ) +. 
dx. 0 dx o 


Ey 
dP. dep d%Pa E 
+ (+ a +... póydo, 


dx dx? dai 


que bajo el signo de integración no contiene sino Ú Y- 
En esta expresión los dos primeros términos ES Peal 
tes de la variación de la forma de la función y sólo ea ción del 
variación de los límites. Los términos siguientes, con 
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último, dependen de la variación de la forma de la función solamen-. 
te en los límites, pues los índices 1 y 0 indican que deben sustituirse 
en la expresión general los valores de los límites. Y finalmente, el 
último término depende de la variación de la forma de la función 
entendida en su más amplia extensión. Si con excepción del último 
término indicamos todos los demás en la forma a, — dp, y llamando 
fB la expresión entre paréntesis del último término tendremos 


Xy 
0= 01 — Uo + B Ó ydx 
To 
Pero de esta ecuación se deduce 
01 — Op =0 1) 
Xy 
y 683 yde =0 2) 
Zo 


Pues si cada término no fuera separadamente nulo, uno quedaría 
determinado por el otro. Pero entonces la integral de una función 
indeterminada estaría dada únicamente por sus valores en los lími- 
tes. Debe ser entonces en general 


e 
30ydx=0, 
To 


lo que es sólo posible cuando $ =0, puesto que Ú y es arbitraria en 
el sentido más amplio. De ahí entonces que la ecuación 


dP, d?P, d3P, 


+...=0 3) 


dx dx? d 203 1 


!l 


qa > q (1), que hace máxima 
o Mínima la expresión U. La ecuación 3 ya había sido encontrada 


2 Euler. En cambio fué Lagrange el primero que mostró la apli- 
: ción de la ecuación 1 en la determinación de la función, mediante 
as condiciones en los límites. En verdad la forma de la función 


: la ecuación 3 a la que 
debe satisfacer, pero ella contiene un cierto número de constantes 


nge utiliza para los dos 
gruente y utiliza enton- 
dependientes la notación 
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9. Para aclarar el uso de las ecuaciones halladas busquemos 
la forma de la función que hace mínima la expresión 


Xi] 
ay y? 
y 1+ (=) dx, 
¿ de 
Lo 
es decir, busquemos la línea más corta. Aquí es 


dy 
de 


Todos los términos de la ecuación 3 desaparecen excepto 


dy 
dv dx 
P¡= = 
á dy y dy y* 
== 1 (—) 
do + dx 
dP, 


= 0, hecho que expresa 


y por tanto esa ecuación se reduce a 


dy 
que P, y en consecuencia la única variable a que ella contiene, 


dy 
son independientes de x. De manera que a a de donde 


y = ax + b, siendo a y b constantes. 
Estas constantes se determinan por las condiciones límites. Si 
la recta debe pasar por los puntos To, Yo Y T1 y, entonces 


Yo = 0) + Dd m) 

yy =a0, +0 
y la ecuación 1 desaparece, pues dYy = de, =0;5Yy0 =5Y1=0, Y 
dy d?y 

. 5 
da? 
constantes a y b quedan determinadas 
ciones m, 


y. +. desaparecen de por sí. Y las 


los coeficientes 3 


únicamente por las ecua= 
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Si se dan únicamente los valores Xp, %, Y quedan indetermina- 
dos Yo, y, entonces dxy = dx, =0, y la ecuación 1 toma la forma 


a 

———— (0 Y1 —0Y0) =0 

y 1+4a2 
que sólo se satisface para a = 0 debido a la arbitrariedad de $ y, y 
de 5 Y. En este caso la recta es entonces Y —D, que, por ser b 
indeterminada, es una recta paralela al eje de las x a una distancia 
cualquiera. » 

Obsérvese que en general la ecuación 1 y las condiciones ac- 
cesorias (en el ejemplo anterior las m) se completan para la deter- 

minación de lás constantes. Si debe ser mínima 


Ly PR 
dy y? 
z=| Y 14 (=) de, 
- dx 
Lo : 
la integración de la ecuación 3 respectiva proporciona 
2 CA _2-a 
==— (e eo +e ? ) 
c 


Si Z es un mínimo también lo es 2 1% y por tanto la curva encon- 
trada engendra, al girar alrededor del eje de las abscisas, la super- 
ficie de rotación de área mínima. A un mínimo de Z corresponde 
también la posición más baja del centro de gravedad de la curva, 
considerada como un hilo homogéneo pesado, y por tanto es una 
catenaria. La determinación de las constantes se verifica como an- 
tes por medio de las condiciones límites. 

.. En el tratamiento de los problemas mecánicos deben diferen- 
Ciarse entre los incrementos dx, dy, dz de las coordenadas que se 
producen efectivamente con el tiemp 
bles dx, $y, 52 que entran en consideración (por ejemplo aplicando 
el principio de los desplazamientos virtuales). Estos últimos, en 


es un continuo, por ejemplo 
, Un cuerpo elástico, un líquido pue- 
ciones indeterminadas de las 
ratarlas como variaciones, 


sarrollar aquí ninguna te ati 
. oría matemática 
sino tratar el aspecto de la mecánica como Epós 
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de las variaciones, es pertinente pues esas investigaciones han ejer- 
cido una gran influencia en el desárrollo de la mecánica. El estudio 
de estos problemas ha agudizado de tal manera las consideraciones 
relativas a las propiedades generales de los sistemas y, en particu- 
lar, las propiedades de máximo y mínimo que fueron fácilmente 
descubiertas tales propiedades en los sistemas mecánicos. Y, de 
hecho, es desde Lagrange que los teoremas más generales de la me- 
cánica se expresan bajo la forma de teoremas de máximo o mínimo. 
Y esta preferencia hubiera quedado incomprensible sin el conoci- 
miento del desarrollo histórico. 


2. Puntos de vista teológico, animístico y místico en la mecánica 


1, Si en una reunión, en la que intervenimos, la conversación 
recae sobre un hombre muy piadoso cuyo nombre se nos escapa, nos 
acordaremos del consejero privado X o del señor de Y, pero difí- 
cilmente acudirá a nuestra memoria el de algún científico compe- 
tente. Sería sin embargo un error creer que esta situación algo 
tirante entre las concepciones naturalista y teológica del mundo, y 
que a veces dió lugar a ásperas disputas, ha existido en todo tiempo 
y lugar. Una ojeada a la historia de la ciencia nos convence de lo 
contrario. 

Se prefiere hablar de un conflicto entre la ciencia y la teología 
o, mejor, entre la ciencia y la iglesia. De hecho es éste un tema vasto 


y digno de reflexión. 
te índice de pecados cometidos por la 


Por un lado un imponen os : 
iglesia contra el progreso, por el otro una legión considerable de 
queñas de Giordano 


mártires, entre los cuales las figuras nada pec 
Bruno y Galilei, y de la que sólo por circunstancias afortunadas pudo 


escapar un hombre tan piadoso como Descartes. Estos conflictos han 


sido expuestos suficientemente y si se insiste únicamente sobre 


ellos, se juzga la cosa unilateralmete y se cae en el error. Se llega- 
ría así fácilmente a la idea que la ciencia ha sido contenida único- 
mente por la presión de la iglesia, de tal manera que librada simple- 
mente de esa presión, ella se habría de inmediato elevado a alturas 


insospechadas. Sin duda, la lucha de los científicos contra fuerzas 


externas extrañas, no fué en verdad insignificante. En esa lucha, 
os tan egols- 


la iglesia no dejó de utilizar para lograr la victoria, medi t 

tas, sin escrúpulos y crueles, como los de un partido político cual- 
quiera. Pero los científicos tuvieron que sostener también una lucha 
no menor en contra de sus propias ideas preconcebidas, especialmente 
en contra del prejuicio de que todo debía ser tratado teológicamente. 


Sólo lenta y gradualmente fué superado este prejuicio. 
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2. ¡Dejemos ahora hablar a los hechos y trabemos, ante todo, 
algunos conocimientos personales! iO 
Napier, el inventor de los logaritmos, austero puritano qué vivió 
en el siglo XVI fué también un ferviente teólogo. ; Se dedicó a las 
especulaciones más bizarras. Escribió un comentario al Apocalipsis 
con proposiciones y demostraciones matemáticas. Por ejemplo, la 
proposición 26 afirma que el papa es el anticristo, la proposición 36 
enseña que las langostas que ahí mencionan son los turcos y los 
mahometanos. etc. s . 
Aunque no asignemos mayor importancia al hecho de que Blaise 
Pascal (siglo XVII), uno de los pensadores más geniales en el campo 
de la matemática y de la física y profundamente ortodoxo y ascético, 
no obstante su carácter dulce denunciara completamente convencido 
a un profesor de filosofía de Rouen como hereje; al hecho de que la 
curación de una hermana suya por el contacto con una reliquia le 
produjo una profunda impresión y la consideró siempre como un 
milagro; aunque no asignemos mayor importancia al hecho de que 
era ése su punto débil dado que su familia estaba totalmente incli- 
nada a la exaltación religiosa; aún quedan otros ejemplos en su vida. 
La profunda religiosidad de Pascal se pone de manifiesto en su de- 
cisión de abandonar totalmente la ciencia y de vivir en el cristia- 
nismo. Acostumbraba a decir que cuando necesitaba consuelo, sólo 
lo podía encontrar en las doctrinas del cristianismo y que, para eso, 
de nada le podía servir toda la sabiduría del mundo. Las “Lettres 
Provinciales” revelan la sinceridad en su deseo de conversión de 
los herejes, pues-en ellas se levanta en contra de las horribles suti- 
lezas que los mismos doctores de la Sorbona habían inventado para 
perseguir a los jansenistas. La correspondencia de Pascal con di- 
ferentes teólogos es muy notable, y no es pequeño nuestro asombro 
cuando en una de esas cartas vemos a Pascal discutir muy seriamente 
si el diablo todavía puede realizar milagros, 
Otto von Guericke, el inventor de la bomba de vacío, en el 
comienzo de su libro, escrito hace apenas unos 200 años, Se ocupó del 
milagro de Josué que trataba de poner en concordancia con el siste- 
Ia copernicano. Y preceden a sus investigaciones sobre el espacio 
vacío y sobre la naturaleza del aire, cuestiones referentes a la ubi- 


cación del paraíso, del infierno, etc. Aunque Guericke trata de 


responder a todas esas cuestiones de la manera más razonable po- 


sible, se advierten las dificultades que encuentra frente a cuestiones 


que hoy un teólogo ilustrado ni se las plantearía. ¡Y pensar que 
Guericke es un hombre posterior a la Reforma! 

' Tampoco Newton desdeñó ocuparse con la explicación del Apo- 
calipsis, Sobre estas cuestiones era muy difícil discutir con él. Una 
vez que Halley se permitió bromear sobre discusiones teológicas, fué 
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parado en seco con esta respuesta: “Yo he estudiado estas cosas. 
¡usted no!”. ¿ 
No hace falta detenernos en Leibniz, el inventor del mejor de los 
mundos posibles y de la armonía preestablecida, inventos que encon- 
traron una excelente refutación en la novela de Voltaire “Candide”, 
aparentemente cómica pero en verdad muy seriamente filosófica. 
Es sabido que Leibniz fué casi tanto más teólogo que filósofo y cien- 
tífico. Veamos ahora un hombre del siglo pasado. Euler en sus 
“Cartas a una princesa alemana” trata cuestiones teólogo-filosóficas 
mezcladas con cuestiones científicas. Discute las dificultades que 
encuentra en captar las relaciones mutuas entre el cuerpo y el es- 
píritu, dada su esencial diferencia, Pero, en verdad, no sostiene el 
sistema del ocasionalismo desarrollado por Descartes y sus sucesores, 
y según el cual Dios, para cada intención del alma, realiza el movi- 
miento correspondiente del cuerpo, que el alma de por sí no podría 
realizar. Escarnece, no sin ironía, a la armonía preestablecida, según 
la cual está fijada para toda la eternidad la concordancia entre los 
movimientos del cuerpo y las intenciones del alma, aunque entre 
ambos no exista conexión alguna, precisamente como ocurre entre 
dos relojes diferentes que se ponen en marcha exactamente al mismo 
tiempo. Euler observa que de acuerdo con tal concepción, su propio 
cuerpo le sería en verdad ten ajeno como podría serlo el de un 
rinoceronte del centro de Africa, el cual también podría estar con 
su álma en una armonía preestablecida. Oigamos sus propias pa- 
labras. En esa época se escribía casi exclusivamente en latín, Cuan- 
do un sabio alemán, que escribía en su idioma, quería ser especial- 
mente condescendiente, escribía entonces en francés: “Ei dans le cas 
d'un déréglement de mon Corps Dieu ajustai celui d'un Rhinoceros, 
ensorte, que ses mouvements fussent tellement d'accord avec les 
ordres de mon áme, qu'il Jevát la patte au moment que Je voudrai 
lever le main, et ainsi des autres opérations, Ce serait alors mon Corps. 
Je me trouverai subitement dans la forme d'un Rhinoceros au milieu 
de l'Afrique, mais non obstant cela mon áme continuerait les mémes 
opérations. J'aurais également l'honneur d'écrire a V. A., mais E LE 
sais pas comment elle recevrait mes lettres. Pareciera e u e 
hubiera deseado jugar al Voltaire. Sin embargo, a pesar de qu 
ce él la relación mutua 
con su crítica puso el dedo en la llaga, para E 
j Y todavía se enreda de 
entre el cuerpo y el alma es un milagro, da dos 
una manera sofística en el libre albedrío. Y para facili arno 
ió j día tratar un científico de esa 
presentación de las cuestiones que podia h investigaciones 
época, observemos que en sus “Cartas físicas I ace a aaa Y 
sobre la naturaleza del espíritu, sobre la conexión PEN Os 
el alma, sobre el libre albedrío, sobre la plegaria, md li aonL 
de la libertad en el acaecer universal, sobre el m: 


j s. Y eso ocu- 
sobre la conversión de los pecadores y temas semejante 
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rría en los mismos escritos que contenían muchas ideas claras sobre 
física y una hermosa exposición de la lógica en la que utiliza cir- 
cunferencias. 


3. Con estos ejemplos debemos darnos por satisfechos amplia- 
mente, Con intención los hemos elegido entre los científicos más 
importantes. Pero lo que hemos encontrado de teología en esos 
hombres pertenece a su vida privada más íntima. Ellos nos dicen 
abiertamente cosas, sin estar obligados a ello; y que muy bien po- 
dían silenciar. Nos aportan sus propias opiniones, no las ajenas 
que podían habérselas impuesto. No se consideran presionados por 
la teología. En una ciudad y en una corte que albergaba a Voltaire 
y Lamettrie, no había causa alguna para que Euler ocultara sus 
convicciones. 

Según nuestra actual opinión, esos hombres debían haber ma- 
nifestado por lo menos, que el lugar para el tratamiento de esas 
cuestiones no era el pertinente, pues no eran de ningún modo cues- 
tiones científicas. Por mucho que nos asombre la contradicción entre 
las convicciones teológicas tradicionales y las convicciones cientí- 
ficas espontáneas, nada justifica que dejemos de considerar a esos 
hombres, Más aún, ella demuestra su poder intelectual, pues a 
pesar de las limitadas concepciones de su época y de las cuales ellos 
no pudieron librarse totalmente, ampliaron de tal modo el horizonte 
intelectual que nos permitió alcanzar un punto de vista más libre. Es 
justo además reconocer que la época en la que tuvo lugar el desarro- 
llo de los fundamentos de la mecánica, era una época de ambiente 
teológico. Cualquier cosa daba lugar a cuestiones teológicas y éstas 
influían sobre todo. No debe pues asombrarnos que también la 
mecánica se haya visto envuelta en esta corriente. Veremos más 
claro la penetración de este ambiente teológico si entramos en algu- 
nos detalles, 

, 4. Ya discutimos en un capítulo anterior las antiguas tenden- 
clas que se muestran en Herón y Pappus, A principios del siglo XVII 


encontramos a Galilei ocupado con cuestiones de resistencia de ma- 
teriales. D 


conocimiento para explicar la 
e los animales que, en general, adoptan la 
. Mediante una hoja de papel, envuelta en 
hecho se aclara sin dificultad. Una viga 
h Un extremo y cargada en el otro, puede 


n cada sección. Observó finalmente que los 
Pero de contextura muy di- 
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ferente, satisfacen también en medida muy distinta a las leyes de 
la resistencia de materiales. 

La forma de los huesos, plumas, cañas y otras estructuras orgá- 
nicas, regulares hasta en sus menores detalles, adecuadas a su objeto, 
y que debían hacer una profunda impresión a todo observador inte- 
ligente, son presentadas aún en nuestros días frecuentemente como 
una prueba a favor de una poderosa sabiduría de la naturaleza, 
Consideremos, por ejemplo, las plumas de un ala de un pájaro. Su 
eje es un tubo hueco cuyo espesor va disminuyendo hacia la extre- 
midad libre, por tanto es un cuerpo de igual resistencia. Cada 
barbilla de la pluma reproduce, en pequeño, igual conformación. 
Sería necesario un. conocimiento técnico extraordinario sólo para 
reproducir el ala con su conformación regular, no digamos para in- 
ventarla. Pero no debemos olvidar que el mero asombro no es el 
objeto de la ciencia, sino que lo es la investigación. Es sabido de qué 
manera Darwin ha tratado de resolver estas cuestiones mediante su 
teoría de la adaptación, Que la solución de Darwin sea completa, 
nadie lo puede asegurar; el mismo Darwin tenía sus dudas. Todas 
las circunstancias exteriores serían impotentes si no hay algo que 
quiera adaptarse a ellas. Pero es indudable que la teoría de Darwin 
es el primer ensayo serio para convertir la simple admiración 
frente a la naturaleza orgánica, en investigación de la misma. 

Las ideas de Pappus sobre las celdillas de las abejas fueron 
vivamente discutidas en el siglo XVIL En su escrito “Sobre el 
nido de los animales”, aparecido en 1867, cuenta Wood la siguiente 
historia: “La gran regularidad de las celdillas de las abejas SOr- 
prendió a Maraldi. Midió los ángulos de las caras romboidales y 
encontró 109928 y 70932. Réaumur, convencido que estos ángulos 
debían estar en conexión con la economía de las celdas, rogó al 
matemático Kónig que calculara las dimensiones de un prisma exa- 
gonal terminado por tres rombos, de tal manera que a un mayor 
contenido correspondiera una mínima superficie lateral. Réaurmur 
obtuvo como respuesta que los ángulos de los rombos == ser 
109226 y 7034. La diferencia era entonces de 2 minutos. E 
laurin poco satisfecho con esta aproximación repitió las medi Pm 
de Maraldi y las halló exactas, encontrando en cambio al ra 
los cálculos un error en la tabla de logaritmos empleada por , e g- 
No habían sido las abejas, sino los matemáticos los E E o 
errado y las abejas; ¡habían hasta ayudado a encontrar el € 4 
Quien conozca como se miden los cristales y haya qe [QS 
de abeja, cuya superficie es rugosa y nada plana, Pondr 


. 5 t 
mente en duda que se pueda alcanzar una exactitud de dos minutos 


en la medida de las celdas. Debe pues pra Real hn 
como un inocente cuento matemático, prescindiendo Edd oo 
de ser cierta, nada podría deducirse de ella. Observe 
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mente que el problema matemático está planteado de una manera 
demasiado incompleta, como para juzgar hasta dónde las abejas 
pueden haberlo resuelto. 

Las ideas de Herón y de Fermat, mencionadas en el capítulo 
anterior, sobre la propagación de la luz, adoptaron en Leibniz de 
inmediato un colorido teológico y, como ya vimos, desempeñaron 
un papel importante en el desarrollo del cálculo de las variacio- 
nes. En la correspondencia entre Leibniz y Johann Bernoulli se 
encuentran entremezcladas cuestiones teológicas con cuestiones ma- 
temáticas. No pocas veces se hace uso de imágenes biblicas. Así 
dice Leibniz, por ejemplo, que el problema de la braquistocrona lo 
ha tentado como la manzana ha tentado a Eva. 

Maupertuis, el conocido presidente de la Academia de Berlín 
y favorito de Federico el Grande, dió un nuevo impulso a la direc- 
ción teológica de la física al establecer su principio de la acción 
mínima. En el escrito que contiene la exposición de ese principio, 
en verdad en forma bastante vaga, y en el cual Maupertuis revela 
una ausencia absoluta de rigor matemático, explica el principio co- 
mo aquél que mejor responde a la sabiduría del Creador. Mau- 
pertuis era hombre de espíritu, pero de mente débil: era un fanta- 
seador. Lo prueban sus fantásticos proyectos de fundar una ciudad 
en la que no se hablara sino latín, de hacer una profunda perfo- 
ración en la tierra para hallar nuevas sustancias, de establecer una 
serie de investigaciones psicológicas mediante el opio o por disec- 
ciones en los monos, de explicar la formación del embrión mediante 
la gravedad, etc. Fué criticado agudamente por Voltaire en su 
“Histoire du docteur Akakia” que, como es sabido, motivó la ruptura 
entre Federico el Grande y Voltaire. 

El principio de Maupertuis hubiera desaparecido muy pronto 
del escenario, si Euler no hubiera utilizado su intención. Como hom- 
bre verdaderamente grande, dejó al principio su nombre y a Mau- 
pertuis la gloria de su invención, pero lo convirtió en un principio 
nuevo y efectivamente utilizable. Lo que opina Maupertuis es muy 
difícil de poner en claro. Lo que opina Euler se muestra fácilmente 
con un ejemplo. Si su cuerpo está obligado a mantenerse sobre 
Una superficie fija, por ejemplo la superficie terrestre, el movi- 
miento que recibe por un impulso cualquiera es tal, que entre su 
Posición inicial y la posición final el camino que toma es el más 
corto. “Todo otro camino que describiera, sería más largo y exigiría 
más tiempo. El principio encuentra aplicación 1 i 

, E en las corrientes 
me EA marinas sobre la superficie terrestre, Euler mantuvo el 
explicar las cuts Estas Gra que el principio no sólo puede 

a » ién la finalidad de los fenó- 

menos. “Como la construcción del mundo es 1 á 
sido engendrado por el más sabio cread, e 
or, nada ocurre en el mundo 
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que no presente alguna propiedad de máximo o de mínimo; por 
tanto no hay duda alguna que todos los efectos del universo pue- 
den ser deducidos igualmente por el método de los máximos y 


mínimos; partiendo tanto de sus finalidades como de sus causas 
eficientes.” 1 


5. Las concepciones de la invariabilidad de la cantidad de 
materia, de la invariabilidad de la suma de movimiento, de la 
indestructibilidad del trabajo o de la energía, que dominan hoy to- 
talmente a la ciencia, han nacido también bajo el influjo de ideas 
teológicas. Esas concepciones surgieron de la proposición de Des- 
cartes ya recordada y expuesta en sus Principios de filosofía, según 
la cual la cantidad de materia y la cantidad de movimiento creados 
desde el principio debían mantenerse invariables, pues sólo así el 
hecho era compatible con la inmutabilidad del creador del universo. 
La manera de cómo ha de calcularse la suma de movimiento, se ha 
modificado notablemente desde Descartes hasta Leibniz, y más tarde 
por los sucesores de éste, y poco a poco ha dado nacimiento a lo 
que hoy llamamos “Ley de la conservación de la energía”. Pero 
el fundamento teológico fué desapareciendo muy gradualmente. Y 
no puede negarse que aún hoy, muchos científicos, con la ley de 
la conservación de la energía, se dejan llevar por una mística 
peculiar. 
Durante todo el siglo XVI y XVI y hasta fines del siglo 
XvVIH, la tendencia fué ver en cada una de las leyes físicas una esS- 
pecial ordenación del Creador. Pero el observador atento no puede 
dejar de advertir una paulatina transformación de esa idea. Mien- 
tras en Descartes y Leibniz, la física y la teología todavia se entre- 
mezclan de distintas maneras, Se va mostrando más tarde una ten- 
dencia clara que, sin dejar en verdad de lado a lo teológico, trata 
de separarlo de lo físico. Lo teológico se coloca al principio O al 
final de una investigación física. Donde es posible se concentra lo 
teológico en lo concerniente a la Creación, y en el resto se deja 
c libre a lo físico. , 
aa fines del siglo XVIII se produce un cambio que choca 
extraordinariamente, que si bien se presenta como un cambio brus- 
co. en verdad no es sino la consecuencia del proceso Cuyo desarro- 
llo hemos descrito. Lagrange, después de haber intentado pi 
trabajo juvenil, fundar toda la mecánica sobre el principio 


1 Quum enim mund universi fabrica sit perfectissima, sus a e 
tore sapientissimo absoluta, nihil omnino in mun ( 


, 


non maximi minimive: ratio quaepiam O bus, Ope 
prorsus est nullum, quin omnes mundi affectus ex causis finalibus, cp 


methodi maximorum et minimorum, aeque feliciter 


j j sendi lineas Curvas 
atque ex ipsis causis efficientibus (Methodus inveniendi lin 


maximi minimive proprietate gaudentes, 
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riano de la acción mínima, volvió a reelaborar la misma cuestión, 
pero entonces quiso prescindir en absoluto de toda especulación 
teológica y metafísica, considerándolas como muy precarias y ex- 
trañas a la ciencia. Realizó así una reconstrucción de la mecánica 
sobre otras bases, y ningún entendido puede desconocer sus ven- 
tajas. Todos los investigadores importantes posteriores, han adop- 
tado esta concepción de Lagrange y ella es hoy, en esencia, la posición 
física respecto de la teología. 


6. Fueron pues necesarios tres siglos para que el concepto de 
ser la teología y la ciencia dos cosas distintas, se desarrollara desde 
su primera germinación en Copérnico hasta su completo esclareci- 
miento en Lagrange. Ni debe sin embargo desconocerse que para los 
grandes genios, como Newton, esta verdad fué siempre clara. No. 
obstante su profunda religiosidad, jamás mezcló Newton la teología 
en sus cuestiones científicas. Es cierto que cierra su “Optica”, donde 
hasta la última página brilla el esplendor de su espíritu claro, con 
la expresión de la más profunda humildad frente a la vanidad de 
todo lo terrestre. Pero sus investigaciones ópticas en si, no contienen 
ningún rastro de teología, contrariamente a lo que ocurre con Leib- 
niz. Igual cosa puede decirse de Galilei y de Huygens. Sus escritos 
responden casi completamente al punto de vista de Lagrange y, en 
tal sentido, pueden considerarse como clásicos. Pero las concepciones 
y las tendencias de una época no se miden por sus cumbres, sino 
por los espíritus medios, j 

Para captar convenientemente el proceso desarrollado conside- 
Temos aún lo siguiente. No hay dudas que en una etapa cultural en 
la que la religión constituye casi la única educación, y, por tanto, la 
única concepción del mundo, debe surgir necesariamente la opinión 
que todo ha de ser considerado teológicamente, y también que tal 
manera de considerar las cosas ha de ser suficiente. Si nos trans- 
ladamos a la época en que se tocaba el órgano con los puños, en la 
que para calcular debía tenerse delante la tabla pitagórica, en la que 
se hacía con las manos la mayoría de las cosas que hoy se hacen con 
la cabeza, no es posible exigir a esos tiempos que realizaran su obra 
con un sentido crítico opuesto a las propias concepciones. Aquellos 
prejuicios fueron cediendo lenta y gradualmente, con la ampliación 
del horizonte cultural provocado por los grandes descubrimientos e 
inventos geográficos, técnicos y científicos de los siglos XV y XVI, 
y con la aparición de sectores frente a los cuales las viejas concep- 
ciones no podían avenirse por cuanto ellas se habían formado antes 
del conocimiento de los mismos. 

Con todo es todavía difícil comprender la gran libertad de pen- 
samiento que aparece aquí y allá a principios de la edad media, 
primero entre los poetas, luego entre los científicos. El esclareci- 
miento inicial debe haber sido entonces la obra de unos cuantos 


DESARROLLO DE LA MECANICA 383 


hombres aislados, en verdad extraordinarios, ligados a las concep- 
ciones populares por hilos muy tenues, y más propensos a chocar y 
perturbar esas concepciónes que a transformarlas. Recién en la li- 
teratura del siglo XVI parece ganar mucho terreno ese proceso 
iluminista, A favor de la libertad de pensamiento se acercan y se 
ayudan mutuamente las ciencias hi: istas, filosóficas, históricas 
y naturales, Quien, aunque sólo sea a través de los escritos, haya 
vivido ese empuje y esa liberación, no puede dejar de sentir siempre 
un nostálgico recuerdo para ese siglo xXvHol 


7. Así fueron abandonadas las viejas concepciones. Sólo en la 
forma de los principios de la mecánica puede todavía reconocerse su 
historia. Esa forma permanecerá para nosotros extraña, mientras 
no se tenga en cuenta su origen. Como ahora lo expondremos bre- 
yemente, la concepción teológica fué cediendo poco a poco A favor 
de una concepción más prosaica, pero que trajo consigo Un nótable 
progreso en su claridad. 

Cuando decimos que la luz se mueve según el camino que se 
recorre en el lapso más breve, podemos expresar con esto muchas 
cosas. Ante todo no sabemos por qué la luz prefiere el recorrido de 
duración más breve. Con la hipótesis de la sabiduría del Creador 
renunciamos a toda investigación ulterior. Hoy sabemos que la luz 
sé mueve según todos los caminos, pero que solamente según el re- 
corrido de duración mínima las ondas luminosas se refuerzan de tal 
manera, que se verifica un resultado sensible. Entonces parece que 
la luz se mueve solamente según el recorrido de duración más breve. 
En cuanto fueron abandonados los prejuicios, se encontraron caso3 
en los que al lado de una pretendida economía de la naturaleza, apa- 
recia la más sorprendente prodigalidad. Jacobi indicó algunos de 
ellos referentes al principio euleriano de la acción mínima. Muchos 
fenómenos naturales dan simplemente la impresión de economía, 
porque sólo se hacen visibles cuando se produce una casual conjun- 
ción económica de efectos. En el mundo inorgánico es el mismo: 
pensamiento que Darwin ha introducido en el mundo orgánico. Ins- 
tintivamente nos resultan más difíciles las concepciones de la natu- 
raleza, atribuyéndole las representaciones económicas que noS son 
familiares. ] 

Los fenómenos naturales muestran frecuentemente propieda- 
“des de máximo o mínimo, porque en esos casos han desaparecido las 
causas de una ulterior variación de aumento o de disminución, La 
catenaria muestra SU centro de gravedad en la posición más baja, 
simplemente porque con esta posición del centro de ie Ei 
ya posible una ulterior caída de los eslabones de la ES ra Ne 
líquidos presentan una superficie mínima por acción de 7 Ae 
moleculares, porque sólo puede subsistir el eg brio. estable cu pe 
las fuerzas moleculares no pueden disminuir ya más la superficie 


384 ERNST MACH 


libre. Lo esencial no reside en el máximo o mínimo, sino en el hecho 
que en este estado desaparece el trabajo, trabajo que es el factor, 
determinante de la variación. Suena menos pomposo, pero en cambio 
es mucho más claro y al mismo tiempo más correcto y más general, 
si en lugar de hablar de una tendencia de la naturaleza hacia la 
economía decimos: “Ocurre siempre aquello que las circunstancias 
y las fuerzas permiten que suceda.” 

Ahora bien, podría plantearse la siguiente cuestión: Si el punto 
de vista teológico que ha conducido al establecimiento de los prin- 
cipios de la mecánica era erróneo ¿cómo es posible que esos princi- 
pios en su esencia sean correctos? Eso es fácil de contestar. Ante 
todo, la concepción teológica no ha proporcionado el contenido de 
esos principios, sino sólo el tono de su expresión, puesto que el con- 
tenido lo ha dado la observación. Lo mismo podría haber ocurrido 
con otra concepción dominante, por ejemplo una concepción mercan- 
til, como aquella que probablemente ha ejercido su acción sobre la 
manera de pensar de Stevin, En segundo lugar, la misma concepción 
teológica de la naturaleza debe su origen a la tendencia de forjar 
una visión unitaria, y, por tanto, una tendencia que es propia tam- 
bién de la ciencia y que de ningún modo es incompatible con su 
objeto. Aunque la filosofía teológica de la naturaleza muestra un in- 
tento sin esperanza y como un regreso a una etapa anterior de la 
cultura; no debe por eso repudiarse la sana raíz de donde ha surgido, 
que no difiere en absoluto de aquella de la verdadera investigación 
natural, 

En efecto, nada puede lograr la ciencia con la mera observación 
de los detalles, si al mismo tiempo no dirige su atención al conjunto. 
Las leyes de la caída de Galilei, el principio de la fuerza viva de 
Huygens, el principio de los desplazamientos virtuales, y hasta el 
concepto de masa sólo pudieron obtenerse, si se recuerda, por la 
consideración alternada de las particularidades y de la totalidad de 
los fenómenos naturales, En la representación conceptual de los pro- 
cesos mecánicos, se puede partir de las propiedades de las masas 
individuales (de las leyes elementales), y componer la imagen de 
todo el proceso. Pero también podemos atenernos a las propiedades 
de oe leyes integrales). Como las propiedades de 
ejemplo la velocidad laca as ucares aa o E 
aa e pa eración hacen ya referencia al tiempo y 
existir leyes elementales e ida E A 
ertie coo ende ds qe E : E pues inconsecuente pretender 
o a las propiedades nas 0 da nacos os 
más perteción cuanto más 2 e emente exigiremos pruebas tanto 
mayor sea su alcance dsniendo ad pad a e PRA 

, en cuenta la posibilidad de los errores. 
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La concepción de la acción de una velocidad y de una inteligen- 
cia sobre la naturaleza, no es de ningún modo exclusiva del mono- 
teísmo cristiano. Más bien es completamente familiar al paganismo 
y al fetichismo. El paganismo busca la voluntad y la inteligencia 
sólo en lo particular, mientras el monoteísmo lo hace en la expresión 
del conjunto. Por lo demás no existe efectivamente un monoteismo 
puro. El monoteísmo judío de la Biblia no está exento de creencias 
en demonios, brujos y magos, el monoteísmo cristiano medieval es 
aún más rico en estas concepciones paganas. No queremos hablar 
de las brutales diversiones que la Iglesia y el Estado ofrecían con las 
torturas que infligían a los brujos y con las hogueras en las que éstos 
ardían, y que más que a una sed de ganancia se debían a esas con- 
cepciones. En su notable trabajo: “Sobre la cultura primitiva”, Tylor 
estudia la magia, las supersticiones y la creencia en milagros, que se 
encuentra en todos los pueblos salvajes y establece un paralelo con 
las opiniones medievales sobre la brujería. La analogía es en efecto 
sorprendente. El suplicio de la hoguera para los brujos, tan frecuente 
en Europa durante los siglos XVI y XVII, está aún hoy en pleno vi- 
gor en Africa central. Como lo muestra Tylor, todavía se encuentran 
entre nosotros rastros de esas situaciones en numerosas costumbres, 
cuyo sentido se ha perdido al cambiar nuestros puntos de vista. 


8. La ciencia se ha librado sólo muy lentamente de estas con- 
cepciones. Todavía en el célebre libro de Porta (“Magia naturalis”), 
que apareció en el siglo XVI y que contiene importantes descubri- 
mientos físicos, se encuentran brujerías y demonismos de toda clase, 
que no se alejan mucho de aquellos de los “médicos hechiceros” in- 
dios. Recién con el trabajo de Gilbert “De magnete” (1600) se puso 
cierto coto a esta tendencia. Sólo podemos imaginarnos realmente 
el modo de pensar de los hombres menos ilustrados, recordando que 
todavía Lutero habla de haber tenido tratos personales con el diablo, 
y que Kepler, cuya tía fué muerta en la hoguera por bruja y cuya 
madre estuvo por correr igual suerte, declara que la brujería nO pue- 
de negarse, y no se arriesga a expresarse libremente sobre la astro- 
logía. a 
Todavía la física de hoy, muestra rastros del fetichismo actual 
en sus “fuerzas”, COMO lo observa Tylor acertadamente. Y que E 
concepciones paganas no han sido superadas aun por la corea 
ilustrada, lo podemos ver en la tonta ola de superstición espiritista 
que hoy invade a todo el mundo. Ñ 

Hay una causa profunda para que tales concepciones NO 
tengan tan obstinadamente. De los impulsos que dominan a la tE 
manidad tan demoníacamente, de esos impulsos que la nutren, a 
conservan y la propagan, sin su conocimiento ni su reflexión, SEE 
impulsos cuyos enormes excesos patológicos nos muestra sm e 
media, sólo una mínima parte son accesibles al análisis cien y 
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al conocimiento conceptual. El rasgo general de todos esos impulsos 
es el sentimiento de pertenencia y de semejanza con la naturaleza 
toda, sentimiento que los esfuerzos unilateralmente intelectuales 
pueden por un cierto tiempo silenciar, pero de ninguna manera so- 
focar, y que seguramente se centra en un núcleo sano, cualesquiera 
sean las monstruosas concepciones religiosas a que puede haber dado 
lugar. ; 


9. Cuando vemos a los enciclopedistas franceses del siglo XVII 
que creían estar cerca de su objeto: la explicación físico-mecánica 
del mundo; cuando Laplace finge Un espíritu que habría podido 
predecir el comportamiento del mundo para toda la eternidad, sin 
más que conocer las posiciones y velocidades iniciales de todas las 
masas, no sólo nos parece perdonable esta entusiasta sobreestimación 
del alcance de las concepciones físico-mecánicas logradas durante el 
siglo XVIII, sino también ella ofrece un espectáculo reconfortante 
noble y elevado, y simpatizamos vivamente con aquella alegría inte- 
lectual, única que mostró la historia. 

Pero a un siglo de distancia, después de haber reflexionado, la 
concepción del mundo proyectada por los enciclopedistas nos parece 
como una mitología mecánica, en oposición a las animásticas de las 
antiguas religiones. Ambas concepciones contienen exageraciones 
impropias y fantásticas, provenientes de un conocimiento unilateral. 
Una investigación física circunspecta conducirá empero a un aná- 
lisis de las sensaciones. Reconoceremos entonces que nuestro hambre 
no es esencialmente diferente de la tendencia del ácido sulfúrico ha- 
cia el cinc, y que nuestra voluntad no es tan diferente de la presión 
que la piedra ejerce sobre su base, como actualmente parece. Nos 
sentiremos entonces más cerca de la naturaleza, sin que tengamos 
necesidad de disolvernos en una incomprensible polvareda de mo- 
léculas o hacer de la naturaleza un sistema de estructuras de fantas-. 
mas. Claro es que sólo es posible conjeturar la dirección según la 
cual es de esperar que, después de una larga y penosa investigación, 
se encuentre la explicación. Anticipar el resultado o pretender mez- 
clarlo, aun en pequeña medida, con las actuales investigaciones cien- 
tíficas, es hacer mitología en lugar de ciencia. 

La ciencia natural no se presenta con la pretensión de ser una 
concepción del mundo acabada, sino con la conciencia de elaborar 
una futura concepción del mundo. La filosofía más elevada de un 
investigador de la naturaleza, debe consistir en tolerar una concep- 
ción incompleta, y preferirla a una aparentemente cerrada, pero in- 
suficiente. Las opiniones religiosas de los hombres quedan como cosa 
privada, propia de cada hombre, siempre que no se impongan a los 
ecos a a que de antemano pertenecen a otros 

: , los mismos científicos se comportan de 
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manera extremadamente diferentes, según la amplitud de sus miras 
o según su estimación de las consecuencias. 

; La ciencia no se pregunta por lo qué es accesible a una investi- 
gación exacta y por lo qué aún no es accesible, Como puede ocurrir 
que alguna vez la investigación exacta logre penetrar en dominios 
en los que aún no ha penetrado, ningún hombre sensato, leal consigo 
mismo y con los demás, no titubeará en trocar la opinión sobre una 
cosa por el saber de esa cosa. 

Cuando vemos a la sociedad actual, oscilar frecuentemente va- 
riando sus puntos de vista sobre las mismas cuestiones, según el 
ambiente y la situación del momento, como el registro de un órgano, 
cosa que no podernos dejar de ver sin sentir un profundo dolor moral; 
debemos considerar el hecho como una consecuencia natural de lo 
transitorio e incompleto de sus concepciones. Una concepción satis-' 
factoria del mundo no puede sernos concedida ¡debemos conquistar- 
la! Mas, sólo dejando el campo libre al entendimiento y a la expe- 
riencia, únicos que han de decidir, podremos esperar aproximarnos, 
para bien de la humanidad, lenta, gradual, pero seguramente a aquel 
ideal de una concepción unitaria del mundo, compatible con la or- 
ganización de un ánimo bien templado. 


3. La mecánica analítica 


1. La mecánica de Newton es una mecánica puramente geomé- 
trica. Partiendo de ciertas hipótesis, Newton desarrolla sus teoremas 
mediante construcciones en las figuras. El proceso 85 frecuentemente 
tan artificial que, como ya lo observara Laplace, no es probable que 
los teoremas se hayan descubierto por ese camino. También se re- 
conoció que la exposición de Newton no es tan sincera como las de 
Galilei o de Huygens. El método de Newton, que es el de los anti- 
guos geómetras, se designa método sintético, ! 

Cuando, de hipótesis dadas, se extraen consecuencias, se dice 
que el proceso es sintético. Si, en cambio, se buscan las condiciones 
a que deben satisfacer un teorema, O las propiedades de una Ea 
se procede analíticamente. Este último procedimiento en general, pea 
encontrado una amplia utilización recién con las aplicaciones del e 
gebra a la geometría. Es por eso que se acostumbra llamar ana” 
tico, principalmente al método algebraico. Aquello que hoy se ra 
mecánica analítica, en oposición a . mecánica de Newton, deberia 
llamarse en verdad mecánica alge raica. , Ñ 

2. Mos fundamentos de la mecánica analítica han sido SE 
por Euler (“Mechanica, sive motus scientia analytice ias la A 
trop. 1736). Pero, mientras el método de Euler does o de 
a los antiguos métodos geométricos, pues descompone, en los mo 
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mientos curvilíneos, todas las fuerzas en tangenciales y normales, 
Maclaurin (“A complete system of fluxions”, Edinb. 1742) señala 
un progreso decisivo, admitiendo todas las descomposiciones según 
tres direcciones invariables, con lo cual todos los cálculos adquieren 
una mayor simetría y claridad. 


. 3. Y es Lagrange quien finalmente lleva el desarrollo de la 
mecánica analítica a su etapa más elevada. Lagrange (“Mécanique 
analytique”, París 1788) después de dar de una vez por todas el 
conjunto de consideraciones necesarias, se esfuerza en representar lo 
más posible en una fórmula. De esta manera, cada caso que se pre- : 
senta puede tratarse según un esquema simétrico, claro y muy sim- 
ple, de modo que lo que queda por realizar es un trabajo mental 
puramente mecánico. La mecánica de Lagrange constituye un aporte 
notable respecto de la economía del pensamiento. 

En la estática Lagrange parte del principio de los desplaza- 
mientos virtuales. Sea un número de masas puntuales M,, My, Mg... 
ligadas con ciertos vínculos, y sobre las que actúan las fuerzas 
P,, Pa, Pz.... Si esos puntos sufren desplazamientos infinitamente 
pequeños compatibles con los vínculos Py, Py, Dz» - -- Se tendrá en el 
caso de equilibrio Y Pp =0, prescindiendo del caso de excepción Co- 
nocido en el cual la ecuación anterior se convierte en desigualdad. 

Refiramos todo a un sistema de coordenadas rectangulares. Sean 
Ti Yi 21, La Ya Zo, - » - las coordenadas de las masas puntuales, y des- 
compongamos las fuerzas en sus componentes X, Y, Z;, X» Ya Za, --- 
paralelas a los ejes coordenados, y de igual manera los desplaza” 
mientos según paralelas a los ejes en 92,, 041, 921, Ta, 0Ya, Za, - - - 
Como en la determinación del trabajo sólo entra en juego, para 
cada componente de la fuerza, el desplazamiento paralelo de su 
punto de aplicación, el principio se expresará por 


(Xi + Y5y+Zó2)=0 1) 


tomando para cada punto los índices respectivos y sumando todas 
las expresiones. 

Como fórmula fundamental de la dinámica utiliza el principio 
de D'Alembert. Sobre las masas puntuales M,, Ma, Mg, ... de coor- 
denadas I, Y, 21, Ya Ya Za ... actúan las fuerzas de componentes 
Xy Y, Za, X¿Y2Z2... Pero, debido a los vínculos, las masas realizan 
los mismos movimientos que hubieran producido, sobre las masas 


' dix q2 2 
libres, las fuerzas m, , , Mi sta 5 Mi ps .. Pero las 
12 dt2 dt2 
> dix 
fuerzas aplicadas X, Y, Z,... y las fuerzas efectivas m 
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dy dez 
, M 
dt2 dt2 


nera que aplicando el principio de los desplazamientos virtuales se 
encuentra 


dx dy dez 2) 
A (x—m)09+ 7—m—)ou+ 2—m—)02|=0 : 
dt2 dt? de? 

4. Como se ve, Lagrange, siguiendo la costumbre, dedujo la di= 
námica de la estática. Pero este proceso no era de ninguna manera 
indispensable. Se puede también partir de la propiedad que los 
vínculos (prescindiendo del frotamiento) no producen trabajo O 
que todo el trabajo producido posible pertenece a las fuerzas apli- 
cadas. De ahí que pueda partirse de la ecuación 2, pues eso es lo 
que ella expresa; ecuación que para el caso del equilibrio (o del mo- 
vimiento no acelerado) se reduce a la 1 como caso particular. Cor 
esto la mecánica analítica hubiera constituído un sistema más con- 
secuente. 

La ecuación 1 que expresa que en el caso de equilibrio el trabá-, 
jo elemental de los desplazamientos respectivos es = 0, nos permite 
fácilmente deducir las consecuencias de las cuales hablamos en lá 
pág. 85. Si se tiene 


... mantienen el sistema en equilibrio, de ma- 


dv dv dv 
XxX =—Y=_— Z=— 
dx dy dz 


es decir que X Y Z son las derivadas parciales de una misma fun- 
ción de las coordenadas, entonces la expresión debajo del signo de 
sumatoria es la variación total 8 V de V. Si entonces es = 0, V-mis- 
ma es en general un máximo o un minimo. 


5. Aclaremos ante todo el uso de la expresión 1 mediante un 
ejemplo sencillo. Si todos los puntos de aplicación de las fuerzas 
son independientes entre sí no hay en verdad problema. En ese 
caso cada punto está en equilibrio sólo cuando la fuerza aplicada so- 
bre él y, por ende, sus componentes son = 0. Todas las 51,9Y4,52--- 
son entonces completamente arbitrarias y la ecuación 1 en general 
sólo se mantiene cuando todos los coeficientes de las 51,54) 9% -* 
son nulos. - de 
e Pero si existen. relaciones entre las coordenadas de los distintos 
puntos, es decir, que esos puntos no pueden moverse capa 
mente unos de otros, entonces. esas relaciones seran de la pa 
F (2%, Y1 210 U2 Ya 2 * .) =0 o brevemente F —0. En este caso 


también existirán entre los desplazamientos ecuaciones de la forma 


dF dF dE dF 
— 30 + Ed + ...=0 
“dx, dy, dz, dx» 


que también para abreviar indicaremos con DF — 0. Si se tiene un 
sistema de n puntos, le corresponden 3nN coordenadas y la ecua- 
ción 1 contiene 3 1 magnitudes 31, 34, 52--.- Ahora bien, si entre 
las coordenadas existen m ecuaciones de la forma F —0, estarán da- 
das también m relaciones DF — 0 entre las variaciones 31,59Y4,82.-- 
Entonces en la ecuación 1 quedarán 3n — m desplazamientos arbi- 
trarios, cuyos coeficientes deberán hacerse =0. Se obtienen asi 
3 n — m ecuaciones entre las fuerzas y las coordenadas, a las cuales 
habrá que agregar las m ecuaciones (F = 0). En total tendremos en- 
tonces 3 n ecuaciones, suficientes para determinar las 3 n coordenadas 
de la posición de equilibrio, cuando las fuerzas son dadas y se 
busca la forma del equilibrio del sistema. 

Si, inversamente, la forma del sistema es dada y se buscan las 
fuerzas que lo mantienen en equilibrio, el problema es indetermina- 
do. Pues entonces para la determinación de las 3 n componentes de 
¡ las fuerzas sólo se dispone de 3n— mM ecua- 
ciones, puesto que esas componentes no in- 
tervienen en las m ecuaciones (F = 0). 

Como ejemplo tomemos una palanca 
OM=a que gira alrededor del origen de 
sz Coordenadas en el plano XY (Fig. 229) y 

Fig. 229. . alrededor de cuyo extremo M gira una se- 

gunda palanca MN —=b. Llamemos x, Y Y 

y vilas coordenadas de M y de N, sobre quienes se aplican respec- 
tivamente las fuerzas X, Y y X, Y. : 

En este ejemplo la ecuación 1 toma la forma 


Xi4Y35y4X, 57,4 Y,8Y,=0 3) 

mientras tenemos dos ecuaciones de la forma F — 0, y precisamente 
eN 224 y —a=0 

| sica E 


y 4 A 

Las €cuaciones DF — O ahora expresan 
7% O 
(2,—1) 50, — (2, —2) 52 4 (Y —Y) 5Yi— (Y1—Y4) dy =0 ; 


a E “huestro caso pueden expresarse dos de las variaciones de 5 
n función de las demás, y sustituirlas en 3. Pero también para esta 
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eliminación Lagrange ha aplicado un procedimiento sistemático, to- 
talmente uniforme, y que puede realizarse en forma puramente mecá- 
nica sin mayor esfuerzo mental. Apliquemos aquí este método. 
Consiste en multiplicar cada una de las ecuaciones 5 por un coefi- 


ciente indeterminado 1, y y sumar estas ecuaciones con la 3. Resulta 
entonces 


(X 4124 (1 —2)]00+ [1% + qu (1, —1)] 57, 4 
+ (Y +24 —p (Y —1)15Y + (Y, +4 (a 5y=0 
A 7 


Ahora pueden anularse, sin más, los cuatro desplazamientos. En 
efecto: dos desplazamientos son arbitrarios, mientras los otros dos 
coeficientes pueden también anularse por una adecuada elección de 
los valores de 1 y de y, lo que por otra parte equivale a la eliminación 
de los otros dos desplazamientos. 

Tenemos entonces las cuatro ecuaciones 


Xx y41o—p (1, —2) =0 

X, + y (2,—2) =0 6) 
Y +41u—p (uu —4) =0 

Y, +p (y, —Y) =0 


Consideremos ahora en primer lugar las coordenadas como da- 
das, y busquemos las fuerzas que determinen el equilibrio. Los va- 
lores de 1 y de y se obtienen naturalmente por la anulación de dos 
coeficientes. Se deduce entonces de las ecuaciones segunda y cuarta 


—Xi —Y; 
xx —Y Yi —Y 
de donde 
X; 2, —T 
A 
j Y; Y Y 
es decir, que la resultante de la fuerza aplicada en N tiene la direc- 
ción MN. De la primera y tercera ecuación obtenemos 


7) 


a 
yA AA dl 


de donde, después. de simples reducciones 
x+X E 8) 


Y+Y, Y 
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es decir, que la resultante de las fuerzas aplicadas en M y en N tiene 

j ión OM.! , 
Ñ in componentes dependen entonces de sólo dos condi- 
ciones: 7 y 8. El problema es pues indeterminado, cosa que era Ea 
tural pues lo que interviene no son las intensidades absolutas de las 
componentes sino sólo las relaciones entre las fuerzas, E 

Si se suponen dadas las fuerzas y se buscan las cuatro coorde- 
nadas, podemos tratar las ecuaciones 6 de la misma manera. 
Pero ahora hay que agregarles las 4. Entonces por eliminación de 
1 y p, tenemos las ecuaciones 7, 8 y las dos ecuaciones 4. De ellas 
se deduce fácilmente 


a (X 4 X;) 


V(AX 4 X 1324 (Y + Y1)? 


a (Y + Y) 
y = ————_————__—_—_—_——, 
Y (X + X1)2 +4 (Y + Y1)? 


a(X+X,) bX, 
- + 


x= 


E ANA 
V(X 4 X1)4 (Y 4 Y 1)? VA 4 Y? 
a (Y + Y,) bd Y, 

Y= A + pr 
V(X + X1 94 (Y + Y1)? VX 24 Y,? 
con lo que el problema está resuelto. Aunque este ejemplo es muy . 
simple, no obstante es suficiente para poner en claro la índole y el 
significado del modo de proceder de Lagrange. Establecido el meca- 
nismo del método una vez por todas, es muy poco lo que hay que 
pensar para su aplicación a un caso especial. Por lo demás el ejem- 


a 


1 El significado mecánico de la introducción de los coeficientes in- 
determinados 1, u, puede mostrarse de la siguiente manera. Las ecua- 
ciones [6] expresan la condición de equilibrio de dos puntos libres sobre 
los cuales, además de las fuerzas X, Y, X: Y, actúan otras fuerzas, repre- 
sentadas por los otros términos de las ecuaciones y que deben anular 
las anteriores componentes. Por ejemplo, el punto N está en equilibrio 
si X, es anulada por la fuerza y (X,-— X) de intensidad aún indetermi- 
nada y si Y, lo es por y, (Y, — Y). Pero la dirección de esta fuerza pro- 
ducida por el vínculo y que sustituye a éste está determinada. Si a es el 
ángulo que forma con el eje de las abscisas se tiene 


un (Y. — Y) Y, — Y 
Y (AX) XX 
cir, que la fuerza proveniente del vínculo tiene la misma dirección 


tsa= 


es de 
de b, 
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plo elegido es tan simple que podía haber sido resuelto sin más que 
mirar la figura. Se tiene entonces por la aplicación del método la 
ventaja de un fácil control. 


6. Expliquemos ahora la aplicación de la ecuación 2, es decir 
el teorema de D'Alembert bajo la forma de Lagrange. "Tampoco aquí 
hay problema alguno si todas las masas son independientes entre sí, 
En tal caso cada masa sigue la fuerza correspondiente. Las varia- 
ciones 5x, 5y, 52,... son entonces totalmente arbitrarias y cada 
coeficiente será — 0. Se obtienen de esta manera, para el movimien- 
to de n masas, 3n ecuaciones diferenciales simultáneas. 

Pero si existen ecuaciones de condición (F '= 0) entre las coor- 
denadas, de ellas se deducirán otras (DF —0) 
entre los desplazamientos o variaciones. Con Y 
las últimas se procede exactamente como en la 
aplicación de la ecuación 1. Sólo ha de obser- 
varse que en definitiva las ecuaciones F —0 
deben ser utilizadas tanto en la forma no dife- 
rencial como en la forma diferencial, Esto se 
aclarará mejor con el ejemplo siguiente. 

Sea una masa puntual pesada m que se mueve en un plano ver- 
tical XY (Fig. 230) sobre una recta y = 47 inclinada respecto de la 
horizontal. Aquí la ecuación 2 es 


day dy 
(xn) dr>+ (rn) 5y=0 

dee de 

s 


y por ser X — 0; Y — mg; 


dix dy 
s0+ (+) 1=0 9) 
dt2 dt? 


0 Xx 


Fig. 230. 


En lugar de F=0 aparece 
y =axr 10) 


y para DF =0 obtenemos 5y =452- es > 
Eliminando $ y y teniendo en cuenta que 5 T es arbitraria, la 


- se transforma en 
dixo d*y ó 
— + 9 + —— a ==, 


at? de? 
Como derivando la 10. (F —0) se obtiene 
d?y. dix 


di? dt? - 
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finalmente 
dix dx 
ZE ralg+o )==0 1) 
dt2 dt? 
Integrando la 11 se obtiene 
'—a t? 
Em ——— 9 — + dt +0, 
1 + a? 2 
== a? 2 
e Yy = ———Y +- abt + ac. 
1 + a? 2 


donde b y c son constantes de integración que pueden determinarse 
con la posición y velocidad iniciales de m. Este resultado podía ha- 
ber sido encontrado directamente en forma completamente sencilla. 

Si F = 0 contiene el tiempo, es necesaria una precaución al 
aplicar la ecuación 1. Explicaremos el método mediante el siguiente 
ejemplo. Consideremos el caso anterior pero suponiendo que la 
recta se mueve verticalmente hacia arriba con aceleración y» Parti- 
remos nuevamente de la ecuación 9: 


dex 
di? 


pero ahora F — 0 se convierte en 
$ 


d?y 
324 (9+—) 5y=0, 
de2 


t2 > 


Yy=axr + y 12) 


Para formar DF — 0, hagamos variar la 12 sólo respecto de x y 
de y, pues se trata únicamente del desplazamiento posible del sis- 
tema en un instante dado, y de ningún modo del desplazamiento 
que efectivamente ha tenido lugar en el tiempo. Tendremos como 
antes y ax y obtendremos como en el caso anterior 


dix d*y 
o € — lazo 
de ES dt? 29) 


Para obtener una ecuación solamente en x tendremos que dife- 
renciar 12 respecto de t, porque en 13 x= e y están vinculadas entre 
si por el movimiento real, y la ccuación obtenida - 


dex dix 
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utilizarla para deducir de 13 la ecuación 
dt? Za 
PRA (a+ v+0 =>) a=0 
dx dee 


que por integración da 


cm 


y 1 
r= (+1) +0+o 


140 


—a?. pa 
y= a+n+r | abt + ac. 
! 14 2 ada 

Si el cuerpo m que está sobre la recta móvil no tiene peso se 
obtienen las ecuaciones 


o — «a 12 
rT= y — + bt+-0, 
1 a? 2 
Y P 
y= —— + abt + ac, 
140 2 


que se podían obtener fácilmente considerando que Mm se comporta 
sobre la recta móvil hacia arriba con aceleración y Como si estuviera 
animada de una aceleración y hacia abajo sobre la recta fija. 


7. Para aclarar aún más el uso de la ecuación 12 en el ejemplo 


anterior, consideremos lo siguiente. La ecuación 2, es decir el teo- 


rema de D'Alembert, nos dice que para Un des- 
plazamiento cualquiera todo el trabajo posible 
proviene de las fuerzas aplicadas y nO de los 
vínculos. Pero esto €s correcto siempre qué se 
prescinda de la variación de los vínculos Con 
el tiempo. Si los vínculos varían con el tiempo, a Bl 
también producen trabajo, y sólo puede apli- + id 
carse entonces la ecuación 2 a los desplaza- 

mientos que efectivamente intervienen en el tiempo, 
entre las fuerzas aplicadas aquellas que producen 


los vínculos. 
ó Sea una masa pesada M móvil sobre una recta paralela al eje 
OY (Fig. 231). Sea la ecuación de ésta, de posición variable con el 


tiempo, 


si se computan 
la variación de 


rt 
¿== 14) 


2 
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El teorema de D'Alembert, nos proporciona nuevamente la ecua= 
ción 9, pero ahora de DF — 0 sigue 5 x — 0, de donde esa ecuación 
se convierte en 


d*y 
( g+ 5) 5y=0 15) 
dt? 
en la cual $ y es completamente arbitraria. En consecuencia 
d?y A 
g4+——= 
dt? 
gt 
e Yy=— + at + b, 
2 
y t2 
a la que hay que agregar la 14, es decir x — > ; 


Es evidente que 15 no nos da todo el trabajo producido por el 
desplazamiento que se presenta efectivamente con el tiempo, sino só- 
lo aquél posible considerando por un momento la recta como fija. 

Si imaginamos la recta sin masa que se mueve paralelamente a 
sí misma en un movimiento provocado por la fuerza m y entonces, 
en lugar de la ecuación 2, aparece 


dix d?y 
(min E 504 (mm dy=0, 
dt? dt2 


de donde por ser $x y 0 y totalmente arbitrarias obtenemos las dos 
ecuaciones * 


DESARROLLO DE LA MECANICA 397 


8. Como los diferentes principios mecánicos sólo ] 
tintos aspectos del mismo hecho, puede fácilmente ada ce 
a otro, como lo aclararemos deduciendo, por ejemplo, el teorema de 
las fuerzas vivas de la ecuación 2 de la pág. 389. "La ecuación 2 
se refiere a desplazamientos instantáneos posibles (virtuales). Pero 
si los vínculos son independientes del tiempo, entonces los movimien- 
tos que efectivamente intervienen son los desplazamientos virtua- 
les. Podemos pues escribir en lugar de 5x, 3y, 52 los desplaza- 
mientos dx, dy, dz que se producen con el tiempo y poner 


dx d*y dez 
3 (Xde + Yay 4 202) =3m ( dx + dy+ %) 
de? dt? de 


La expresión de la derecha puede también escribirse 
dz dx dy dy dez dz 
Sm —- — dt + — 44 E dt ) 
dt? dt de d 


t 
1 de y 2 dy y ? dz y? 1 
A 
2 dt dt dt 2 
dx 
introduciendo en lugar de dx, —— dt, etc., e indicando con v a la 
dt 


dt2 dt 


velocidad. Se deduce pues 
1 
$2 (Xax + Ydy + Zdz) = L ——mM (02 —v%), 
2 


el estado inicial y v la del estado final 


donde v, es la velocidad en 
quierda puede siempre calcu- 


del movimiento. La integral de la iz 
larse cuando pueda referirse a una sola variable, es decir: cuando 
se conoce la ley del movimiento respecto del tiempo O el camino 
que recorre el punto móvil. Pero si X, Y, Z son las derivadas par- 
ciales de una misma función U de las coordenadas, es decir sl 


du du du 
X=— Y=>” L£L=-=— 
dy dz 


cosa que ocurre siempre que se trate de las Jlamadas fuerzas o 
les, esa reducción es inútil. Pues entonces toda la expresión de 


izquierda es una diferencial exacta y tenemos 


1 
S(U—U,) = rió (u2—v?), 
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es decir que la diferencia de la función de fuerza (trabajo) EN a 
comienzo y el final del movimiento es igual a la UE e mA 
fuerza viva entre el estado inicial y final del mismo. En este caso la 
fuerza viva es también una función de las coordenadas. e 

Sea por ejemplo un cuerpo que se mueve en el plano con 
X =—Y, Y = —x, tendremos 


1 
Sy dí —xdy)= > f d(xy)= LY, — YY A 
Pero si X= —a, Y — —x, entonces la integral de la izquierda es 


—f (adx + x dy). Y ella sólo puede obtenerse si se conoce el ca- 
mino que el cuerpo recorre, es decir si se da y en función de x. Si 
por ejemplo es y — px? la integral sería 


2p (1,3 — 13) 
—f (04 2px2) de—a (2, —x) o 


La diferencia entre ambos casos consiste en que en el primero 
el trabajo es simplemente una función de las coordenadas, hay 
una función de fuerzas, el elemento de trabajo es una diferencial 
exacta, y entonces el trabajo está dado por los valores iniciales y 
finales de las coordenadas; mientras que en el segundo caso depen- 
de completamente del camino recorrido. 


9. Los ejemplos simples que hemos dado y que no ofrecen 
dificultad alguna, son no obstante suficientes para ilustrar el sen- 
tido de las operaciones de la mecánica analítica. No deben es- 
perarse de la mecánica analítica, nuevas explicaciones en esencia 
sobre la naturaleza de los procesos mecánicos. Más aún, los co- 
nocimientos principales deben haberse esencialmente completados 
antes de pensar en la construcción de una mecánica analítica, 
cuyo objeto no es más que el mero dominio práctico de los pro- 
blemas. Quien no reconozca esta situación no comprenderá que 
la gran contribución de Lagrange es también ella esencialmente 
económica. Poinsot no se ha librado totalmente de este error. 


nes geométricas, que aquellos de la geometría an 
y con lo cual se lograron unir las ventajas de 1 
análisis con la intuición geométrica 
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vista, La introducción contiene valiosas consideraciones epistemo- 
lógicas. La teoría de las magnitudes extensivas es una ciencia muy 
general, de la cual la geometría representa un caso particular de 
tres dimensiones, hecho que le permite sentar una crítica a los fun- 
damentos de esta última. Los nuevos y fecundos conceptos de suma 
de segmentos, productos de segmentos, etc. se muestran aplicables 
a la mecánica. Grassmann somete también los principios de Newton 
a la crítica, creyendo que puede reunirlos en un solo enunciado: “La 
. fuerza conjunta (o el movimiento conjunto), inherente a una reu- 
nión de partículas materiales en un instante cualquiera, es la suma 
de la fuerza conjunta (o del movimiento conjunto) que le es inhe- 
rente en un instante anterior y del conjunto de las fuerzas que 
en el intervalo le han sido comunicadas desde el exterior, siempre 
que todas las fuerzas se conciban como segmentos de dirección y lon- 
gitud constantes y que Se refieren a puntos de igual masa”. Aquí 
Grassmann entiende por fuerza la velocidad impresa indestructible. 
"Toda esta concepción está muy emparentada con la de Hertz. Las 
fuerzas (velocidades) se representan por segmentos, los momentos 
como superficies a las que Se asignan cierto sentido, etc., con lo 
que todo el desarrollo resulta conciso e intuitivo. La ventaja funda- 
mental que Grassmann señala consiste en que cada etapa del cálculo 
es, al mismo tiempo, la expresión pura de la etapa conceptual, mien- 
tras que en el proceso ordinario esta etapa quedá como oculta por 
la introducción de las tres coordenadas arbitrarias. Nuevamente 
queda abolida la diferencia entre el método analítico y el sintético 
y se reúnen las ventajas de ambos. El método semejante de Hamil- 
ton que aclaramos con un ejemplo en la pág. 137 puede ofrecernos 


una imagen de estas ventajas. 


4. La economía de la ciencia 1 


1. Toda ciencia tiene que sustituir o ahorrar la experiencia me- 
diante imágenes y representaciones mentales de los hechos, image- 


nes que son más fáciles de manejar que la experiencia misma y que 


j en sustituir. Consideraciones muy £8- 
bajo muchos aspectos la pued e 


nerales aclaran esta función económica de la ciencia que coa 
totalmente. Con el reconocimiento del carácter a E sd a 
rece también toda mística de la ciencia. La trasmisión de la 


mediante la enseñanza, tiene por objeto ahorrarle al individuo expe- 


riencias, comunicándole las experiencias de otros individuos. Hasta 


Í j i j ftlichen Erkennt- 

1 Véase Die Leitgedanken melner naturwissenscha! de A sulens 

j i fnahme durch die Zeitgenossen (“Rivis Í 

a lo; “No %4, 2 o «Physikalische Zeitschrift”, 1910, pag3. 
] N 


599 - 606). 
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to Za Usar y. LA E 
las experiencias de enteras generaciones se trasmiten a las genera= 
ciones venideras mediante los escritos conservados en las bibliote- 
cas ahorrándoselas de esa manera. 

Claro que también el lenguaje como medio de. trasmisión cum- 
ple una función económica, Las experiencias se descomponen, de 
una manera más o menos completa, en elementos más simples que nos 
son más familiares y luego son simbolizadas a fin de poder ser tras- 
mitidas, aunque siempre a costa de la exactitud. Mas la simboli- 
zación por el lenguaje hablado corriente es puramente nacional, y 
sin duda durante mucho tiempo se mantendrá así. En cambio, el 
lenguaje escrito se acerca poco a poco al ideal de una lengua univer- 
sal internacional que ya no corresponda a ningún lenguaje hablado. 
Debemos considerar en especial las cifras y los signos algebraicos 
y matemáticos, los signos químicos, la notación musical, la escritura 
fonética (de Briicke), como aspectos de un lenguaje universal arti- 
ficial, en parte de naturaleza muy abstracta y ya casi enteramente 
internacionales. El análisis de los colores ha progresado tanto física 
y fisiológicamente que, en principio, no existe ninguna dificultad pa- 
ra llegar a una notación internacional y uniforme de los colores físiz 
cos y de las sensaciones de los colores. Finalmente, se presenta en 
la escritura china una efectiva escritura ideográfica que puede ser 
leída por pueblos diferentes de fonética totalmente distinta y, no 
obstante, ser comprendida por todos. Un sistema de signos más sim- 
ples podría hacer de esta escritura una escritura universal. La eli- 
minación en la gramática de todo lo convencional e introducido por 
las circunstancias históricas, y la limitación de sus formas a lo indis- 
pensable, como casi lo ha logrado el inglés, debe preceder a la in- 
troducción de una escritura semejante. La ventaja de tal escritura 
no residiría únicamente en su universalidad. La lectura de esa escri- 
tura no sería diferente de la comprensión de la misma. Nuestros ni- 


ños frecuentemente leen lo que no comprenden. El chino sólo puede 
leer lo que comprende. i 


2. La representación mental que nos formamos de los hechos 
nunca lo es del hecho total, sino sólo de aquel aspecto del mismo que 
para hosotros es importante: perseguimos un objeto surgido media- 
ta o inmediatamente de un interés práctico. Nuestras representacio- 
hes son siempre abstracciones. También en esto podemos ver un 
Tasgo de carácter económico. 

La naturaleza se compone de los elementos que nos proporcio- 
nan los sentidos. El primitivo selecciona ante todo ciertos complejos 
de elementos que se presentan con una relativa estabilidad y que 
para él son más importantes, Las primeras palabras y las más anti- 
guas son los nombres de las “cosas”. En esto ya existe úna prescin- 
dencia del contorno de la cosa, de las pequeñas variaciones conti- 
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nuadas que sufren esos complejos, y que no se atienden por ser 
menos importantes. En la naturaleza no hay nada invariable. La 
cosa es una abstracción, el nombre es un símbolo para un conjunto 
de elementos de cuya variación prescindimos. Si ocurre que desig- 
namos todo el conjunto por una palabra, por un símbolo, es porque 
necesitamos recordar en forma global todas las impresiones que per- 
tenecen a ese conjunto. Pero, cuando en una etapa ulterior, presta- 
mos atención a esas variaciones ya no nos es posible naturalmente 
mantener esa invariabilidad, excepto que se quiera llegar a represen- 
taciones como la de la “cosa en si” o contradicciones semejantes. 
Tampoco las sensaciones son “símbolos de cosas”. Mas bien, la “cosa” 
es un símbolo mental para un complejo de sensaciones de relativa 
estabilidad. No son las cosas, (cuerpos), sino los colores, sonidos, 
presiones, espacios, tiempos, (aquello que llamamos ordinariamente 
sensaciones) los peculiares elementos del mundo. 

Todo el proceso tiene simplemente un sentido económico. Co- 
menzamos representándonos los hechos mediante los complejos que 
nos son más familiares y ordinariamente más estables, para luego 
ir corrigiendo los menos ordinarios. Cuando, por ejemplo, hablamos 
de un cilindro perforado o de un cubo con los vértices cortados, to- 
mado al pie de la letra, incurrimos en contradicción si no se admi- 
te la concepción anterior. Todos los juicios son complementos O Co- 
rrecciones semejantes de representaciones ya existentes. 


3. Cuando hablamos de causa y de efecto, ya ponemos de relie- 
ve arbitrariamente las notas, de las cuales en la representación de 
un hecho, nos interesa mostrar su conexión en la dirección para nos- 
otros importante. En la naturaleza no hay ni causa ni efecto. La 
naturaleza es una sola vez. La repetición de casos iguales, en los 
cuales A está siempre vinculado con B, y que por tanto a iguales cir- 
cunstancias iguales consecuencias, que es lo esencial de la conexión 
entre causa y efecto, no existe más que en la abstracción que utili- 
zamos con el objeto de reproducir mentalmente los hechos. Cuando 
un hecho se ha tornado familiar, ya no sentimos la necesidad de 
poner en evidencia sus conexiones características, ya no AO 
atención a aquello que se presentará de nuevo; ya no Pee de 
causa y efecto. Así, el calor es la causa de la fuerza ani A 
vapor, pero si este hecho se hace familiar, nos > a 
mismo tiempo el vapor con la de pel de 

a. El ácido es la causa de la ¡cié E 

o ae más tarde esta coloración se incluirá entre las pro 
i ácido. a 
a primero Se planteó la pregunta: ¿Cómo puede 


i cau- 
una cosa 4 actuar sobre otra B? No reconoce tampoco ninguna 


¡ nado 
salidad, sino simplemente una secuencia temporal que Se ha tor 
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para nosotros común y familiar. Kant reconoció exactamente, que 
la mera observación no puede enseñarnos la necesidad de una cone- 
xión entre A y B. Supone una idea abstracta innata, bajo la cual 
subsume los casos dados por la experiencia. Schopenhauer, que en 
esencia mantiene el mismo punto de vista, distingue cuatro formas 
en el “principio de razón suficiente”; las formas lógica, física y 
matemática y la ley de causalidad. Pero estas formas se distinguen 
sólo en la matería a la que se aplican, que en parte pertenece a la 
experiencia externa y en parte a la interna. e 

La explicación más natural y sencilla parece ser la siguiente. 
Los conceptos de causa y efecto nacen recién con la tendencia a re- 
producir mentalmente los hechos. Al principio sólo se hace habitual 
la conexión de A cón B, de C con D, de E con F, etc. Si, después de 
poseer muchas experiencias, observamos una vinculación entre M 
y N, frecuentemente se reconoce también que M consiste de A, C, E y 
N de B, D, F, cuyas conexiones ya nos eran familiares y por eso 
parece que se nos presentan con una mayor autoridad. Así se explica 
que el hombre experimentado ve toda nueva experiencia con ojos 
distintos que el novicio. La nueva experiencia se enfrenta a todas 
las anteriores. De hecho entonces hay una “idea”, bajo la cual se 
subsume toda nueva experiencia; pero ella es desarrollada por la 
experiencia misma. La representación de una necesidad en la cone- 
xión entre causa y efecto se forma probablemente debido a nuestro 
movimiento voluntario y de los cambios que indirectamente surgen 
de él, como lo ha soslayado Hume aunque sin haber insistido en 
ello. Para la autoridad de los conceptos de causa y efecto es impor- 
tante el hecho que ellos se han desarrollado involuntaria e instinti- 
vamente, y que advertimos claramente que personalmente no hemos 
contribuído en nada en la formación de los mismos. De ahí que 
podamos decir que el sentimiento de causalidad no ha nacido con 
el individuo, sino que se ha formado a través del desarrollo de la 
especie. Por tanto causa y efecto son productos mentales cuya fun- 
ción es económica. A la pregunta de por qué nacieron, nada se puede 
responder. Pues precisamente es mediante la abstracción de la uni- 
formidad, que aprendemos recién a plantear el “por qué”. 


4. Cuando se entra a considerar la ciencia más detalladamente, 
su carácter económico se destaca más aún. Las ciencias llamadas 
descriptivas deben casi siempre conformarse con la reproducción: 
de hechos aislados. Cuando se presente la ocasión, se pondrán de 
relieve los caracteres comunes de muchos hechos de una vez por to- 
das. Pero en las ciencias de mayor grado de desarrollo, esa réepro- 
ducción de múltiples hechos podrán comprenderse en una expre- 
sión única. Así, por ejemplo, en lugar de enumerar uno a uno los 


distintos cásos que se presentan de la refracción de la luz, podemos 
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de inmediato reproducirlos o preverlos a todos, 
incidente, el refractado y la normal están e 


sen a 


sabiendo que el rayo 
nh un mismo plano y 


que 


ib =mM. Entonces, en lugar de los innumerables casos de 
refracción provocados por las distintas combinaciones de los medios 
refrigentes y por los distintos valores de los ángulos, sólo ha de 
tenerse en cuenta esa relación y el valor de n, cosa mucho más fácil, 
No puede desconocerse en esto la tendencia económica, En la natu- 
raleza no existe ley alguna de la refracción, sino casos distintos de 
refracción. La ley de la refracción es para nosotros un medio de 
reproducción, compendiado y conciso, y en verdad, sólo referido al 
aspecto geométrico del hecho. 


5. Dentro de esta tendencia económica se han desarrollado al 
máximo aquellas ciencias cuyos hechos pueden descomponerse en 
un pequeño número de elementos semejantes computables, como, 
por ejemplo, la mecánica que sólo se ocupa de espacios, tiempos y 
masas. Estas ciencias aprovechan de la economía de la matemática, 
establecida previamente. La matemática es una economía del calcu- 
lar. Los números son signos de ordenación que, por razones de sen- 
cillez y ahorro, se han dispuesto en un sistema simple, Se reconoce 
que las operaciones numéricas son independientes de la naturaleza 
de los objetos y se adquiere su ejercicio de una vez por todas. Cuan- 
do por primera vez a cinco objetos semejantes debo agregarle siete, 
para la determinación de la suma los cuento uno por uno, pero 
luego observo que ese cómputo podía hacerse igualmente partiendo 
de 5; y con múltiples repeticiones de casos como éste llego a aho- 
rrarme totalmente el cómputo y a conocer anticipadamente el 
resultado del mismo. j 

Todas las operaciones numéricas tienen por objeto ahorrar el 
cómputo directo, sustituyéndolo por resultados de cómputos reali- 
zados precedentemente. e . 

No queremos repetir la misma operación numérica con una fre- 
cuencia mayor de la necesaria. Ya las cuatro reglas de la aritmé- 
tica ofrecen numerosas pruebas de esta concepción. Pero también 
se pone de manifiesto la misma tendencia en el álgebra, donde ho 
operaciones numéricas de igual forma se representan de una vez cd 
todas, independientemente de los valores numéricos. De la ecuac 


ty 
2+yY 


por ejemplo, aprendemos que la operación numéric 
de la izquierda puede siempre sustituirse por aq 


= Y, 


a más complicada 
uella más simple 
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de la derecha, cualesquiera sean los números e Y. De esta manera 
nos ahorramos realizar la operación más complicada en todos los 
casos futuros, La matemática es el método que sustituye nuevas 
operaciones numéricas, hasta donde es posible y de la manera Más 
económica, por operaciones ya realizadas y que no tienen por qué 
repetirse. Así puede presentarse el caso de aplicar resultados de 
operaciones que se han realizado efectivamente hace siglos. : 
Frecuentemente, pueden sustituirse ventajosamente cálculos 
mentales laboriosos por cálculos mentales más automáticos. Así, por 
ejemplo, la teoría de los determinantes debe su origen a la observa- 
ción que no es necesario resolver nuevamente en cada caso las 


ecuaciones de la forma 
ao +bj+c=0 
aya + bay + C2 =0 
de las que resulta 


c1D» a C2by P 
e ie — — — 
ayDa — a2D, N 
01C3 — AgCy Q 
y == — — —— 
a,bz — azb, N 


sino que esa solución puede estar dada por los coeficientes escribién- 
dolos en la forma de un cierto esquema y operando con ellos de una 
manera automática. Así es 


faz b,| 
y de la misma manera 


ca da lada Ca 
=P =Q 
e Dr dy Cy 


En las operaciones matemáticas puede hasta descargarse total- 
mente la mente, simbolizando con signos de operaciones mecánicas, 
las operaciones numéricas realizadas alguna vez; y reservar así para 
casos más importantes el esfuerzo mental que exigiría la repetición 
de operaciones ya efectuadas. El comerciante procede con el mismo 
sentido de ahorro cuando en lugar de retirar dinero de su caja ope- 
ra con bonos sobre la misma. Hasta el trabajo manual del calculista 
puede suprimirse, mediante las máquinas de calcular, de las cuales 
ya hay muchas en uso. El matemático Babbage, que ha construído 
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una de esas máquinas, ya había expuesto con mucha claridad los 
pensamientos que aquí expresamos. 

No siempre un resultado numérico exige un cálculo efectivo, 
también puede encontrarse indirectamente. Por ejemplo, puede de- 
terminarse fácilmente que en una curva cuya cuadratura tiene para 
la abscisa e el valor x", a un incremento dx de la abscisa le corres- 
ponde un incremento mat de de la cuadratura. Pero con esto se 
sabe también que fmamldx= ax", es decir, se reconoce que el 
incremento pertenece a la: magnitud Xx, así como se reconoce un 
árbol por su corteza, En matemática se han aplicado con frecuencia 
estos resultados encontrados casualmente por inversión. 

Puede parecer extraño que un trabajo científico producido hace 
mucho tiempo pueda ser aplicado reiteradamente, mientras que 
naturalmente no ocurre esto con el trabajo mecánico. Si alguien 
que diariamente recorre un cierto camino, encuentra una vez por 
casualidad un recorrido más corto, y desde entonces recorre este 
último recordando el acortamiento, ahorra sin duda la diferencia de 
trabajo. Sólo que el recuerdo no es en verdad un trabajo, sino una 
liberación de un cierto trabajo. No de otro modo ocurre con la apli- 
cación de los conceptos científicos. 

Quien estudie matemática sin buscar la explicación en esta dfrec- 
ción, debe frecuentemente sentir la impresión desagradable que el 
lápiz y el papel lo superan en inteligencia. Entonces la matemática, 
como objeto de enseñanza es apenas más educativa que la ocupación 
con la cábala o con los cuadros mágicos, y necesariamente dará sur- 
gimiento a una tendencia mística que eventualmente producirá sus 
efectos. 

6. La física ofrece también ejemplos de economía del pensa- 
miento, totalmente semejante a los considerados hasta ahora. Será 
suficiente una rápida reseña. El momento de inercia nos ahorra la 
consideración de todas las masas parciales. Con ayuda de la función 


de fuerza nos ahorramos la investigación de cada una de las com- 


ponentes de la fuerza. La sencillez de las consideraciones que resul- 
tan de la aplicación de la función de fuerza se debe al cúmulo de 
consideraciones que precedieron al hallazgo de las propiedades de 
la función de fuerza. La dióptrica de Gauss nos ahorra la conside- 


ración de las distintas superficies refrigentes de un a A 
j los focos y de los puntos nodales. 
que sustituye por la de aa 


; e E ; b 

consideración de las superficies refringentes ha : i 

llazgo de los focos y puntos nodales. La dióptrica de Gauss sólo aho 

ició j ideraciones. 

rra la repetición continuada de esas consi e 
Puede entonces decirse, que no existe resultado científico SR 

no que, en principio, no pueda obtenerse sin método aa Eo 

de hecho, dentro de la limitada duración de la vida human 
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la limitada capacidad mental del hombre, un saber digno de este 
nombre sólo puede lograrse mediante la mayor economía del pen- 
samiento. La ciencia misma puede considerarse un problema de 
mínimo, que consiste en la representación más completa de los he- 
chos con el menor esfuerzo mental. 


7. Según nuestra concepción toda ciencia tiene por misión sus- 
tituir a la experiencia. De ahí que, por un lado, debe mantenerse 
en el dominio de la experiencia, mientras que, por el otro, debe sepa- 
rarse de ella y esperar siempre una ratificación, aunque también 
una rectificación de la misma. Donde no hay ni confirmación ni 
refutación, nada tiene que hacer la ciencia. Ella sólo se mueve siem- 
pre en el campo de la experiencia incompleta. Son modelos de esta 
tendencia de la ciencia, la teoría de la elasticidad y la de la conduc- 
tibilidad del calor, pues ambas atribuyen a las menores partículas 
de los cuerpos, las mismas propiedades que podemos conocer por 
observación directa sobre las partes más grandes de ellos. La com- 
paración entre teoría y experiencia puede ser proseguida mediante 
afinamientos cada vez mayores de los medios de observación. 

La experiencia sola, sin las ideas que la acompañan, se manten- 
dría siempre ajena a nosotros. Aquellas ideas que mantienen su 
validez en dominios cada vez más extensos, y que completan y enri- 
quecen la experiencia lo más posible, son las más científicas. En la 
investigación se parte del principio de la continuidad, por que sólo 


ese principio puede darnos una concepción útil y económica de la 
experiencia, 


, 8. Si se fija en un extremo una barra larga elástica, sus osci- 
laciones lentas pueden observarse directamente. Pueden verse, to- 
Carse, representarse gráficamente, etc. Si se acorta la barra las os- 
cilaciones se hacen más rápidas, y ya no pueden verse directamente; 
la barra da una imagen confusa: es un fenómeno nuevo. Sólo la sen- 
sación del tacto se mantiene aún semejante a la anterior; podríamos 
también hacer dibujar a la barra su movimiento, y ateniéndonos a 
la representación de las oscilaciones prever el resultado de la expe- 
riencia, Pero, para un acortamiento todavía mayor de la barra, la 
sensación del tacto también se modifica, ahora la barra emite un 
sonido y se tiene otra vez un fenómeno nuevo. Pero como los fenó- 


al mismo tiempo, sino uno después 
e los acompaña y que no está unida 
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vidrio. Si mediante ulteriores acortamientos cada vez mayores, todos 
los fenómenos se transformaran repentinamente en fenómenos nue- 
vos, la representación de las oscilaciones ya no nos sería más útil 
pues ya no nos ofrecería ningún medio para completar las nuevas 
experiencias con las anteriores. 

Cuando a las acciones perceptibles de los hombres, agregamos 
sensaciones e ideas no perceptibles para nosotros, pero semejantes a 
las nuestras, esta representación también tiene un valor económico, 
tornando inteligible la experiencia, vale decir la completa y nos la 
ahorra. Pero esta representación no debe por ello ser considerada 
como un gran descubrimiento científico, pues se impone con una 
fuerza tal que cualquier niño puede hacerla, Es exactamente así 
como procedemos cuando imaginamos que un cuerpo en movimiento 
que se oculta detrás de una columna o que un cometa que se ha 
vuelto invisible, continúan su trayectoria con todas las propiedades 
observadas con anterioridad, sin que entonces nos maraville su rea- 
parición. Llenamos las lagunas de la experiencia con las represen- 
taciones que la experiencia misma nos ha sugerido. 

9. No todas las teorías científicas actualmente existentes se pre- 
sentan de una manera tan natural y tan sin artificios. Cuando, por 
ejemplo, se explican los fenómenos químicos, eléctricos, ópticos, me- 
diante los átomos esta representación auxiliar de los átomos no ha sido 
dada por el principio de continuidad, sino más bien ha sido encontra- 
da siguiendo un objetivo propio. Jamás podremos percibir los áto- 
mos, Como todas las sustancias ellos son productos mentales. Más, 
se atribuyen a los átomos propiedades que en parte contradicen a 
todo lo observado hasta hoy. Las teorías atómicas pueden Ser 0 
cuadas para representar una serie de hechos, pero el o en 
de la naturaleza, compenetrado íntimamente de las reglas de ac 
far de Newton, sólo debe conceptuar esas teorías como medios a 
liares provisorios y esforzarse en sustituirlas por una concepción 


natural. 

La teoría atómica tiene en la física un papel o E 
ciertas representaciones auxiliares matemáticas: a io 
mático para la representación de los hechos. op E ei E Pue 
las oscilaciones mediante fórmulas sinusoidales, el Pp 


j j Í cuadra- 
friamiento mediante exponenciales, el espacio de on oa 
dos de los tiempos, nadie piensa Con eso que la oscua: 


ió ión circular o la 
algo que ver con una función angular o con una función 


i ue en- 
caída en sí con los cuadrados. Simplemente se a de pe 
tre las magnitudes observadas tienen lugar Se ado 
a las de ciertas funciones familiares, Y se q a iia ci 
nes familiares para completar más cómodamen FA a 
fenómenos naturales, cuyas relaciones no son ÓN A e desd 
las funciones que nos son familiares, son entonces 
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representar. El progreso de la matemática puede hacer variar tal 
estado de cosas. Como lo he mostrado en otro lugar, en tales repre- 
sentaciones auxiliares matemáticas se pueden hasta utilizar espacios 
de más de tres dimensiones sin que por ello dejen de ser estos 
considerados nada más que productos mentales”, 


1 Es sabido que a través de los esfuerzos de Lobatschefsky, Bolyai, 
Gauss, Riemann se ha llegado poco a poco a establecer que lo que nos. 
otros llamamos espacio, no es sino un caso especial real, dentro de múl- 
tiples casos imaginables más generales de multiplicidades cuantitativas, 
El espacio de la vista y del tacto es una multiplicidad triple, tiene tres 
dimensiones y cada lugar del mismo está determinado por tres notas 
independientes entre sí. Pero son imaginables multiplicidades espacia- 
les cuádruples y aún múltiples. Y también pueden pensarse multiplici- 
dades diferentes de aquella que ofrece nuestro espacio. Consideramos 
muy importante esta concepción que se debe principalmente a Riemann. 
Las propiedades de nuestro espacio se presentan de inmediato como ob- 
jetos de experiencia, y todas las pseudoteorías geométricas que preten- 
«dan fundamentarlas caen. : 

Un ser que viviera en una superficie esférica y no dispusiera de 
ningún otro espacio de comparación, consideraría a su espacio homogé- 
neo, lo supondría infinito y sólo mediante la experiencia se convencerí 
de lo contrario, Si recorriera los círculos máximos trazados perpendi- 
cularmente a otro círculo máximo por dos de sus puntos, este ser no 
esperaría seguramente que esos dos caminos se encontraran en alguna 
parte. De igual modo, en nuestro espacio sólo la experiencia puede 
enseñarnos si es finito, si en él las paralelas se cortan, etc. Esta concep- 
ción no podrá ser nunca estimada bastante. Para la ciencia, Riemann 
ha introducido una concepción semejante a aquella que introdujeron 
los primeros viajes de circunnavegación, respecto de la concepción vul- 
gar sobre la forma de la tierra, 

Las investigaciones teóricas de las posibilidades matemáticas que 
acabamos de citar no tienen, ante todo, nada que hacer con la cuestión 
relativa a la realidad de las mismas, y de ningún modo deben hacerse 
responsables a los matemáticos nombrados, por las monstruosidades que 
esas investigaciones han estimulado. El espacio de la vista y del tacto 
es de tres dimensiones, sobre esto no hay ninguna duda. Recién cuando 
de ese espacio desaparezcan cuerpos o aparezcan nuevos, se podrá plan- 
tear científicamente la cuestión de saber si imaginarnos nuestro espacio 
como parte de un espacio tetra o multidimensional, otorga una mayor 
simplificación a la inteligencia o claridad de la cosa. Pero en todo 
caso esa cuarta dimensión seguiría siendo un producto mental. 

Pero la cosa no fué así. Tales fenómenos se han manifestado en 
la actualidad a ciertas personas en las sociedades espiritistas, recién 
después del conocimiento de las huevas concepciones. A muchos teólo- 
gos, embarazados en ubicar el infierno, y a los espiritistas, la cuarta 
dimensión les vino muy bien. El uso de la cuarta dimensión por los 
espiritistas es el siguiente. Mediante la segunda dimensión se puede 
salir de un arco de curva sin pasar por los extremos; de igual modo 
mediante la tercera dimensión se puede salir de un recinto plano sin 
atravesar su contorno; y de la misma manera mediante la cuarta dimen- 
sión de un espacio cerrado. Todo aquello que inocentemente el ti 
pr realizaba hasta ahora en las tres dimensiones, adquiere do leas 
“vés de la cuarta dimensión una nueva fisonomía. Todo el arte de los 
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Esto ocurre con todas las hipótesis que se establecen para la 
explicación de nuevos fenómenos, Nuestras ideas sobre los procesos 
eléctricos se producen de inmediato o fluyen casi por sí mismas de 
una manera natural, en cuanto observamos que todo ocurre como 
si existieran en la superficie de los conductores flúidos que atraen 
o repelen. Pero tales representaciones auxiliares nada tienen que ha- 
cer con el fenómeno en si. 


10. La concepción de una economía del pensamiento se desarro- 
11ó en mí a través de la experiencia didáctica, a través de mi práctica 
de la enseñanza. Ya la poseía cuando inicié en 1861 mis clases como 
docente libre (Privatdozent), y creía entonces ser el único en poseer- 
la, cosa que se querrá perdonarme. En cambio, ahora estoy conven- 
cido que por lo menos un presentimiento de esa idea debe ser un 
bien común a todos los investigadores que en general hayan reflexio- 
nado sobre la investigación como tal. La expresión de esta idea puede 
adoptar formas muy variadas. Así el leitmotiv de la sencillez y de la 
belleza, que tan claramente se destaca en Galilei y Copérnico, puede 
sindicarse no sólo como estético sino también como económico. Tam- 
bién las “Regulae Philosophandi” de Newton, están esencialmente 
bajo la influencia de un punto de vista económico, aunque este prin- 
cipio económico como tal no aparezca expresamente, Mac Cornack 
ha mostrado en un interesante artículo “An episode in the history 
of philosophy” (The Open Court, Abril 4 de 1895) que Adam Smith 
en sus “Essays” está muy cerca de la idea de la economia de la cien- 
cia. En tiempos más recientes, la misma idea, aunque en forma dife- 
rente, ha sido expresada por mi nuevamente en la conferencia de 
1871, “Uber die Erhaltung der Arbeit”; por Clifford en sus “Lec- 


espíritus de hacer o deshacer nudos en sogas cerradas, de oa Pia 
de espacios cerrados, se logra por donde menos se spa a. a 
un juego pueril. Sin ds aún no a mi sn a ña pl S Cr 
efectuado un parto según la cuarta dimen A a 
ió a amente. El hermoso Jueg 
ocurra, la cuestión se habrá presentado seri l a 
de nudos del profesor Simony, que desde el punto de Ma de E 
digitación es muy valioso, no habla a favor sino en con 
ritistas. sde a 
Debe ser permitido a oa uno al a de lA 
ción por sí mismo. Pero que ratur y 
OE Her A pialón admitida sobre investigaciones Eines ba pe 
de decidir su criterio y su o A Po ER E ao e 
ciertas, no me avergonzaria de Ser €l £ E 
lo que he visto hasta ahora no me inclina a esa creencia. 
Aún antes de la aparición de la memoria as , isiderad 
los espacios pluridimensionales como medios au 
i u 
cos, Espero sin embargo que a A tant 
ie lo ponga al servicio de cu rt 
De te ed die Wurzel des Satzes von der Erhaltung d 
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tures and essays” de 1872; por Kirchhoff en su “Mechanik” de 1874; 
y por Avenarius en 1876. En mi “Erhaltung der Arbeit” (pág. 55, 
nota 5) ya he hablado de una conversación sostenida con el econo- 
mista E. Herrmann. Sin embargo no conozco ninguna publicación 
de este autor referente a este tema. 


11. Podría todavía remitir a una exposición más completa apa- 
recida en mis “Populár-wissenschaftlichen Vorlesungen” 4%* edic. 
(pág. 217 y sig., 245 y sig.), y en los “Prinzipien der Wármelehre” 
(pág. 294). En este último trabajo se toman en consideración tam- 
bién las objeciones de Petzoldt (““Vierteljahrsschrift f. wissenschaftl. 
Philosophie”, 1891). En la primera parte de su trabajo “Logische 
Untersuchungen” (1900), Husserl ha expresado brevemente algu- 
nas nuevas objeciones en contra de la economía del pensamiento. En 
parte están contestadas con mi réplica a Petzoldt. Ahora pienso que 
es conveniente, antes de dar una respuesta completa, esperar que 
aparezca todo el trabajo de Husserl para ver recién entonces si aso- 
ma alguna posibilidad de arreglo. No obstante puedo provisoria- 
mente adelantar algunas consideraciones. Como científico estoy acos- 
tumbrado a partir de la investigación en un caso especial, dejarlo 
actuar sobre mí mismo, y luego partir de él para elevarme al caso 
más general. Tal costumbre la he adoptado también en la investiga- 
ción del desarrollo del conocimiento físico. Tuve que proceder de 
ese modo, porque para mí era tarea demasiado difícil establecer una 
teoría general de la teoría, doblemente difícil en un campo en el 
cual no estaba dado un mínimo de principios generales, independien- 
tes e indudables, de los cuales todo podía deducirse, sino que ese 
mínimo recién debía ser buscado. Tal tarea hubiera tenido perspec- 
tivas de éxito si se partiera de la matemática. Por tanto dirigí 
mi atención a los fenómenos aislados: adaptación de los pensamientos 
a los hechos, adaptación de los pensamientos entre sí 1, economía de 
pensamiento, analogía, experimentos mentales, persistencia y conti- 
nuidad del pensamiento, etc. En esto me fué provechoso, y al mismo 
tiempo desilusionador, considerar al pensamiento vulgar y hasta 
toda la ciencia como un fenómeno biológico, orgánico en el cual 
entonces el pensamiento lógico debía verse como caso límite ideal. 
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Ni por un instante dudo que la investigación debe iniciarse por am- 
bos aspectos. Yo mismo he sindicado mis estudios como esbozos gno- 
seopsicológicos 1. Ya puede verse en esto que distingo claramente 
las cuestiones lógicas de las psicológicas, cuya necesidad por otra 
parte siente todo aquel que trata de explicar los procesos lógicos 
también psicológicamente. Quien haya visto atentamente, aunque 
sólo, el análisis lógico de las concepciones de Newton en mi mecá- 
nica, difícilmente podrá dirigirme el reproche de querer nivelar la 
diferencia entre el pensamiento lógico y el pensamiento natural, cie- 
go. Aun en el caso en que el análisis lógico de toda la ciencia estuvie- 
ra frente a nosotros, totalmente acabado, siempre se mantendría 
para mí, como exigencia, la investigación bio-psicológica de su deve- 
nir, que no excluiría que estas últimas investigaciones, por su parte, 
fueran analizadas lógicamente. Aun si se concibe la economía del 
pensamiento como un leitmotiv meramente teleológico, vale decir 
provisorio, entonces su reducción a un fundamento más profundo ?, 
no sólo no es de excluir, sino que es exigida por el hecho mismo. 

Pero, haciendo abstracción de esto, la economía del pensamiento 
es también un ideal lógico claro, cuyo valor se mantiene todavía des- 
pués de un análisis lógico completo. Con los mismos principios, el 
sistema de una ciencia puede ser deducido de maneras diferentes. 
Pero una de estas deducciones corresponde a la economía mejor que 
otra, como lo he explicado con un ejemplo de la dióptrica de Gauss a: 
Hasta donde pueda advertirlo, no creo que las investigaciones de 
Husserl invaliden los resultados de las mías, Por otra parte, espero 
sus ulteriores publicaciones, a las que deseo el mejor de los éxitos. 

El hecho de que la idea de la economía del pensamiento, se haya 
hecho valer antes y después de mis trabajos, puede evidentemente 
disminuir mis méritos personales, pero me parece que la idea misma 
ha ganado con ello. Y precisamente aquello que Husserl siente eS 
una inferioridad del pensamiento científico, su vinculación ds a 
pensamiento vulgar (¿“ciego”?), a mi me parece una superiori sd: 
Es así que una mera cuestión de gabinete surge para arralgar ce 
fundamente en la vida de la humanidad y de nuevo reaccionar pode- 
rosamente sobre la misma. 


á j i edición. 
1 “Prinzipie der Wirmelehre”, Prefacio a la primera 


2 “Analyse der Empfindungen”, 2% edic., págs. 64, 65. 
3 “«Wármelehre”, pág. 394. 


CaríruLO V 


RELACIONES DE LA MECÁNICA CON LOS OTROS 
SECTORES CIENTIFICOS 


1. Relaciones de la mecánica con la física 


1. No existen fenómenos puramente mecánicos. Cuando las 
masas determinan aceleraciones recíprocas, sin duda eso parece ser 
un proceso puramente de movimiento. Pero en realidad, siempre van 
unidas a ese movimiento también variaciones términas, magnéticas 
y eléctricas que pueden modificar, en la medida en que ellas inter- 
vienen, el fenómeno mecánico. Inversamente, cireunstancias térmi- 
cas, magnéticas, eléctricas y químicas pueden también determinar 
movimientos. De ahí que los procesos mecánicos son abstracciones, 
que intencionada o forzosamente admitimos con el objeto de facilitar 
su consideración. Esto es válido también para los demás tipos de 
fenómenos físicos. En verdad, todo fenómeno pertenece a todos 
los sectores de la física, que sólo se han separado mediante una clasi- 
ficación fundada en razones en parte convencionales, en parte fisio- 


lógicas, en parte históricas. 
ón que la mecánica 


2. Conceptuamos un prejuicio la concepci 
deba ser considerada como el fundamento de todas las demás ramas 
de la física, y que todos los fenómenos físicos se puedan explicar 
mecánicamente. Lo más antiguo históricamente no tiene por que ser 
siempre el fundamento de la comprensión de los conocimientos pos- 
teriores. En la medida en que van apareciendo y ordenándose mas 
hechos, pueden erigirse concepciones directoras totalmente nuevas. 
Actualmente no es posible saber cuál de los fenómenos físicos pene- 
tra más profundamente, si los mecánicos no son precanS los 
más superficiales de todos, o si no son todos igualmente profu OS. 
Y en la mecánica misma, ya no se considera la ley más antigua, la 
de la palanca, Como el fundamento de todas las demas. 

La visión mecánica de la naturaleza se nos presenta como una 


hipótesis explicable y admisible históricamente y hasta, si se Pr 
transitoriamente útil, pero en definitiva como una a ar E Ñ 
cial. Si queremos mantenernos fieles al método que con pe ae 
más grandes investigadores: Galilei, Newton, S, Carnot, FaradaJ, 
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J. R. Mayer, a sus mayores éxitos, debemos limitar nuestra física 
a la expresión de los hechos, sin construir sobre ellos hipótesis algu- 
na, de manera que nada quede para ser concebido o probado. Debe- 
mos entonces determinar simplemente las conexiones efectivas entre 
los movimientos de las masas, la variación de temperatura, el cambio 
en los valores de la función potencial, las variaciones químicas; sin 
imaginarnos otros elementos detrás de aquellos, que son las notas 
o características físicas dadas por la observación mediata o inme- 
diatamente, 

Respecto de los fenómenos térmicos ya he expresado estas ideas 
en otra ocasión !, que también pueden aplicarse respecto de la elec- 
tricidad. En la teoría de la electricidad toda hipótesis de un flúido 
o de un medio debe eliminarse por inútil, cuando se observa que con 
los valores del potencial V y de las constantes dieléctricas, están 
dadas todas las condiciones eléctricas. Si se supone medidas las 
diferencias del valor de V por fuerzas (en el electrómetro), y se 
considera, no la cantidad de electricidad Q sino V como concepto 
primario, es decir como una característica física mensurable, enton- 
ces la cantidad de electricidad (para un aislador único) está dada por 


E 1 Fi av dv dav 
=— — + ) do, 
4x da? dy? + dz2 


donde x, y, z representan las coordenadas y dv el elemento de volu- 
men; y la energía por 


1 d2 v d? v dev 
W==-_— | yv ( + + ) dv. 
8x a dx? dy? d22 


Se presentan entonces Q y W como conceptos derivados, que ya no 
contienen ninguna representación de flúido o medio. Si se procede 


Las líneas anteriores, que fueron escritas en 1883, no podíari 
encontrar entonces mayor resonancia entre la gran mayoría de los 
físicos. Pero es de señalar que las concepciones físicas posteriores 
se acercaron bastante al ideal que con ellas se indicaba. Las “Un- 
tersuchungen iiber die Ausbreitung der elektrische Kraft” de Hertz 
(1892), ofrecen un buen ejemplo de esta descripción de los fenóme- 
hos, mediante simples ecuaciones diferenciales. 


1 M: La . s 
Ae de Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhal- 
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Para emanciparse de las representaciones fundadas en circuns- 
tancias históricas o convencionales, es muy útil comparar entre sí 
los conceptos de diferentes sectores, y buscar para cada concepto de 
un sector el correspondiente en los otros1, Se encuentra entonces 
que las velocidades en los movimientos de masas, corresponden a las 
temperaturas y a las funciones potencial. Un valor de la velocidad, 
de la temperatura, o del potencial, nunca varía solo. Pero mientras 
para las velocidades y los potenciales, de acuerdo a lo que hasta aho- 
ra sabemos, entran en consideración sólo las diferencias, el signifi- 
cado de la temperatura no reside simplemente en la diferencia con 
otras temperaturas. La masa corresponde a la capacidad térmica, 
la cantidad de calor al potencial de una carga eléctrica, la entropía a 
la cantidad de electricidad, etc. La búsqueda de tales semejanzas 
y diferencias conduce a una física comparada, que finalmente dará 
lugar a una expresión resumida de grandes dominios de hechos, 
sin agregados arbitrarios. Se habrá logrado así una física homogénea, 
sin acudir a la artificial teoría atómica (Véase sobre esto “Prinzipien 
der Wármelehre”, pág, 396 y sig.). 

Se advierte también fácilmente que mediante las hipótesis me- 
cánicas, no puede lograrse un verdadero ahorro en el pensamiento 
científico. Aun en el caso en que una hipótesis fuera completamente 
suficiente para la representación de un sector de fenómenos, por 
ejemplo los fenómenos térmicos, sólo habríamos sustituído la rela- 
ción efectiva entre los fenómenos términos y mecánicos por la hipóte- 
sis. De esta manera los hechos fundamentales se sustituyen por un 
igual número de hipótesis, lo que no significa seguramente ninguna 
ganancia. La capacidad de una hipótesis está probada cuando nos. 
facilita la posibilidad de concebir nuevos hechos, por sustitución de 
ideas ya familiares. Se erraría si se esperara de ellas una mayor 
aclaración que de los hechos mismos. 

3. El desarrollo de la visión mecánica de la naturaleza ha sido 
facilitada por múltiples circunstancias. Ante todo no puede desco- 
nocerse una conexión entre todos los fenómenos naturales con los 
procesos mecánicos, de ahí la tendencia a explicar los fenómenos 
poco conocidos, mediante los mecánicos, más conocidos. Además 
fué en los dominios de la mecánica, donde se reconocieron por Pri- 
mera vez las grandes leyes generales de vastos alcances. Una ley de 


este tipo es el teorema de las fuerzas vivas 


1 
z (U, —Ug) leed (02 —ve), 


1 Véase “Populár-wissenschaftl. Vorlesungen”, 4* edic., pags. 266 


y sig. 
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que nos dice que el incremento de la fuerza viva de un sistema, cuan- 
do éste pasa de una posición a otra, es igual al incremento de la fun- 
ción de fuerza (o del trabajo), representado por una función de las 
posiciones inicial y final, Si se tiene en cuenta el trabajo que el 
sistema puede disponer, y que Helmholtz llama fuerza de tensión Ss 
se presenta todo trabajo efectivamente producido U, como una dis- 
minución respecto de la fuerza de tensión inicial K, de donde 
S=K-—-U, y el teorema de la fuerza viva toma la forma 


1 
YE S +4 —- Y m 2? — Const., 
2 


es decir que toda disminución de la fuerza de tensión es compensada 
por un aumento de fuerza viva. En esta forma el teorema ha tomado 
el nombre de ley de la conservación de la energía, manteniendo cons- 
tante la suma de la fuerza de tensión (energía potencial) y la fuerza 
viva (energía cinética) del sistema. Pero como, en general, en la 
naturaleza la producción de un trabajo puede manifestarse no sólo 
en fuerza viva, sino también en cantidad de calor o en potencial 
de una carga eléctrica, etc., se vió en esto la expresión de un fenó- 
meno mecánico, como fundamento de todos los fenómenos natura- 
lés. Sin embargo él no expresa otra cosa que una conexión cuanti- 
tativa invariable entre los procesos mecánicos y los otros, 


4. Sería un error creer que la visión mecánica de la naturaleza 
trajo consigo un examen más amplio y profundo de la ciencia natu- 
ral. Más bien es este examen, siempre presente en los grandes inves- 
tigadores, el que ha contribuído a la construcción de la mecánica 
y por tanto no ha podido nacer de ésta. Galilei y Huygens han alter- 
nado siempre las consideraciones de los casos particulares con las 
del conjunto total, y han logrado sus resultados debido al esfuerzo 
tendiente a una concepción simple y consecuente. Galilei y Huygens 
reconocieron que las velocidades de los cuerpos aislados o de siste- 
mas están vinculadas con las alturas de caída, sólo mediante una 
investigación más cuidadosa del movimiento de caída en los casos 
particulares, así como por la observación del hecho que los cuerpos 
por sí mismos en general sólo caen. Ya con este motivo Huygens 
insistía en la imposibilidad de un perpetuum movile mecánico, es 
decir que se colocaba ya en el punto de vista moderno. Sentía la 
falta de afinidad de la representación del perpetuum mobile, con 
la representación, para él familiar, de los procesos naturales mecá- 
nicos. 

Las ficciones de Stevin, como aquella de la cadena cerrada sobre 
el prisma, son otros tantos ejemplos de semejante visión amplia. 
a ia . O a través de numerosas expe- 

aso particular, La cadena cerrada 
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que se mueve se le presenta a Stevin como un movimiento de caída 
sin caída, como un movimiento sin objeto, como un acto intencional 
que no corresponde a la intención, un esfuerzo hacia un cambio que 
no produce dicho cambio. Si en general el movimiento está vinculado 
con la caída, entonces también en este caso particular la caída estará 
vinculada al movimiento, Lo que aquí interviene es la intuición de la 
dependencia recíproca entre y y h dada por la ecuación v — V 2 gh, 
aunque no todavía en una forma determinada. Para el fino sentido 
de investigador de Stevin, la ficción encerraba una contradicción 
inadvertida para pensadores menos profundos. 

Igualmente se muestra en los trabajos de S. Carnot, esta visión 
que compara la parte con el todo, lo particular con lo general, y no 
sólo limitada a la mecánica. Cuando Carnot encuentra que en la 
producción de trabajo L, la cantidad de calor Q que pasa de la tem- 
peratura superior t a la temperatura inferior t”, puede depender sólo 
de la temperatura y no de la naturaleza del cuerpo, su pensamiento 
sigue totalmente el método de Galilei. Igualmente procede J. R. 
Mayer cuando establece su principio de la equivalencia entre el 
calor y el trabajo. A él le es extraña la concepción mecánica de 
la naturaleza y tampoco la necesita para nada. Quien utiliza la 
muleta de la concepción mecánica de la naturaleza, para llegar al 
conocimiento de la equivalencia entre el calor y el trabajo, sólo 
comprende a medias el progreso que ese conocimiento importa. Pero, 
aun estimando muy alto la producción original de Mayer, no es nece- 
sario por eso desvalorizar los méritos de los físicos profesionales como 
Joule, Helmholtz, Clausius, Thomson, que en gran parte, sino en 
todo, han contribuido en afirmar y perfeccionar la nueva concepción 
en sus detalles. Suponer que ellos tomaran en préstamo las ideas 
de: Mayer me parece simplemente inútil. Quien participe de esa 
opinión tiene también la obligación de demostrarla. Manifestaciones 
múltiples de una misma idea, no es cosa nueva en la historia. Evita- 
remos la discusión sobre cuestiones personales, que desde hace 30 
años ya no interesan más a nadie. Pero es de todos modos deplora- 
ble que, con el pretexto de la justicia, se insulte a hombres que 
deberían vivir tranquilos y estimados, aun cuando no hubieran hecho 
sino la tercera parte de lo que efectivamente hicieron. A 

Los trabajos de Mayer encontraron en Alemania, al principio, 
una acogida fría, desalentadora y en parte también hostil, debiendo 
hasta luchar con dificultades para su publicación; mientras es 2 
Inglaterra fueron de inmediato reconocidos. Como el cúmulo Pe 
nuevos descubrimientos los hiciera caer en el olvido, fué Tyn: e 
quien llamó de nuevo la atención sobre ellos, lesa a a 
reservas en su libro “Heat a mode of motion (18 ). a hc 
como consecuencia una reacción también en Alemania, q 
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st culminación en el trabajo de Diihring titulado: “Robert Mayer, 
der Galilei des 19. J ahrhunderts” (1878). Pareció entonces que la 
injusticia de la cual fuera víctima Mayer, se compensara con otra 
injusticia de sentido contrario. - Pero aquí no se produce ninguna 
reducción algebraica, y la suma de las injusticias, de acuerdo al 
derecho penal, no es sino una injusticia mayor. En una recensión de 
Popper (Das Ausland, -1876, No. 35) los méritos de Mayer encon- 
"iraron una calificación entusiasta y sin reservas, recensión que por 
lo demás es notable por las numerosas e interesantes sugestiones epis- 
temológicas. Yo me he esforzado (Prinzipien der Wármelehre) en 
dar una representación precisa e imparcial, en todos sus aspectos, 
de las contribuciones de los distintos investigadores en el campo de 
la teoría mecánica del calor. De ella resulta que cada uno de los 
investigadores que intervinieron, se caracterizaron por una peculia- 
ridad intelectual y actuaron en consecuencia. Mayer puede consi- 
derarse como el filósofo de la teoría del calor y de la energía. Joule, 
aun habiendo sido conducido por vías filosóficas al principio de la 
energía, es el fundador de la teoría experimental, y Helmholtz de 
la teoría física. Helmholtz, Clausius y Thomson pertenecen al círculo 
'de las ideas de Carnot, que son propias y Únicas. Cada uno de los 
ptros investigadores mencionados podía no haber existido. El pro- 
ceso evolutivo se hubiera retardado, mas no detenido (Véase tam- 
bién la edición de las obras de Mayer por Weyrauch, Stuttgart, 1893). 


5. .Veamos ahora como esa amplia concepción, expresada por el 
principio de la conservación de la energía, no es peculiar de la mecá- 
nica sino que está vinculada en general con un consecuente y com- 
prensivo pensamiento científico. Nuestra ciencia natural consiste 
en la reproducción mental de los hechos o en la expresión cuantita” 
tiva conceptual de los hechos.' Las reglas de esta reproducción son 
las leyes naturales. La ley de causalidad no es sino la convicción 
de que tales reglas de reproducción son en general posibles. La ley 
de la causalidad expresa la dependencia mutua de los fenómenos. 
'Una insistencia especial sobre el tiempo y el espacio en la expresión 
de la ley de causalidad, no es necesaria, pues todas las relaciones 
espaciales “y. temporales están implícitamente expresadas en la de- 
pendencia mutua de los fenómenos. ps 

" “Las léyes naturales son ecuaciones entre los elementos mensu- 
rablés a B y 3... w de los fenómenos. Como la naturaleza varía 
estas ecuaciones “se presentan siempre en un rúmero menor que 
el de los elementos. za 
“'* Cuando todos los-valores a $ y 5... se satisfacen, por ejemplo, 
con los valores dados A uv. . ., entonces podemos llamar al grupo 
ab y $... la causa y al grupo A yu... el efecto. Es en este sentido 
qué podémos decir que el efecto está determinado unívocamente por 
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la causa. El principio de razón suficiente que Arquímedes por ejem- 
plo aplicó en el desarrollo de la ley de la palanca, no dice otra cosa 
que el efecto debido a un cierto número de causas no puede, al mismo 
tiempo, ser determinado e indeterminado. E 
Si dos circunstancias a y ) están en conexión, eso quiere decir 

que manteniendo las demás invariable, a una variación de q corres- 
ponde un cambio en 2, y que en general también a un cambio de Xx 
corresponde un cambio de o. Este cuidado por la dependencia 
recíproca lo encontramos en Stevin, Galilei, Huygens, ete. El mismo 
pensamiento ha influido en el descubrimiento de los fenómenos 
inversos de fenómenos conocidos. A una variación de volumen de un 
gas, mediante un cambio de temperatura, corres? 

ponde una variación de temperatura, mediante 

un cambio de volumen; al fenómeno de Seebeck, 

el de Peltier, etc. En tales inversiones, natural- 

mente, ha de ponerse atención en lo que se re= 


1 fiere a la forma de la dependencia. La figura 
0 = 232 muestra claramente que a todo cambio de 
Fig. 232. a. puede corresponder una variación notable de 


A, pero no a la inversa. Las relaciones que en, 
contró Faraday entre los fenómenos de inducción y los electromag- 
néticos ofrecen un buen ejemplo de este hecho, : 

Si un grupo de circunstancias a P y 3... está determinado por 
otro'grupo A y v..., y de su valores iniciales se pasa a los valores 
finales o” $” y $..., entonces pasan también los 4 yv... a Vu... 
Si el primer grupo vuelve a tomar los valores iniciales, eso ocurre 
también con el segundo grupo. En esto consiste la “equivalencia 
de la causa y el efecto”, sobre la cual ha insistido reiteradamente 
Mayer. 2% 

Cuando el primer grupo sólo puede sufrir variaciones periódicas, 
entonces también el otro grupo experimenta variaciones periódicas, 
y nunca continuadas, permanentes. Los procedimientos intelectuales 
tan fecundos de Galilei, Huygens, S. Carnot, Mayer Y otros, pueden 
reducirse a la simple y poderosa idea que la variación puramente 
periódica de un grupo de circunstancias, sólo puede dar origen a 
variaciones igualmente periódicas de otro grupo de circunstancias, 
pero nunca continuadas o permanentes. Los principios “el efecto y 
la causa son equivalentes”, “el trabajo no puede ser creado de la 
nada”, “un perpetuum mobile es imposible”, no son sino formas espe 
ciales, menos claras y determinadas, de esta idea que no tiene que 
hacer sólo con la mecánica sino que pertenece al pensamiento cienti- 
fico en general. Con esto, toda mística metafísica que podría todavia, 
afectar al principio de la conservación de la energía, deja de ser?, 


1 También dejan de ser las monstruosas aplicaciones del principio 
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Todas las ideas de conservación, así como el concepto de sustan- 
cia, tienen su verdadero fundamento en la economía del pensamiento. 
Una mera variación inconexa, sin punto de apoyo fijo, no es ni con- 
cebible ni reproducible. Por eso se pregunta ¿qué representación 
puede permanecer constante durante la variación? ¿en qué consiste 
la ley? ¿cuál ecuación se satisface? ¿qué valor queda fijo? Cuando 
se dice que en todas las refracciones el índice queda constante, que 
en todos los movimientos de los cuerpos pesados Y permanece 


m E 

= 9,810 ——, que en todo sistema cerrado la energía se mantiene 
sl 

constante, todos estos teoremas cumplen la misma función económi- 

ca: la de facilitar la reproducción mental de los hechos. 

Pueden compararse estas líneas escritas en 1883 con los desarro- 
llos de Petzoldt sobre la tendencia hacia la estabilidad en la vida 
intelectual (“Maxima, Minima und Okonomie”, en “Vierteljahrsschr. 
f, w. Philosophie”, 1891). 


6. Respecto del principio de la energía, tengo aún algo que 
decir con referencia a los trabajos aparecidos, desde 1883, sobre este 
tema de J. Popper (“Die physikalischen Grundsátze der elektris- 
chen Kraftiibertragung”, Wien 1883), G. Helm (“Die Lehre von der 
Energie”, Leipzig 1887), M. Planck (“Das Prinzip der Erhaltung der 
Energie”, Leipzig 1887) y F. A. Miller (“Das Problem der Kontinui- 
tát in der Mathematik und Mechanik”, Marburg 1886). Los traba- 
jos de Popper y de Helm, independientemente uno de otro, coinciden 
por su tendencia entre sí así como con mis propias investigaciones, de 
Una manera tal, que muy pocas cosas he leído con tanta simpatía, 
sin que por ello hayan desaparecido las diferencias individuales. 
Ambos autores concuerdan principalmente en la búsqueda de una 
energética general, respecto de lo cual se encuentra una indicación 
en una nota de mi trabajo: “Uber die Erhaltung der Arbeit”, pág. 54. 
Desde entonces la “energética general” ha sido tratada en detalle 
por Helm, Otswald y otros. 

Ya desde 1872 (“Erhaltung der Arbeit”, pág. 41 y sig.), he mos- 
trado que la convicción respecto del principio de la imposibilidad 
del perpetuum mobile, se funda sobre la convicción más general 
respecto de la determinación unívoca de un grupo de elementos 
(mecánicos) a B y... por otro grupo de elementos x Y Z.... Las afir- 
maciones de Planck, págs, 99, 138, 139, en esencia son coincidentes 
y sólo en la forma difieren en algo. Por lo demás, he insistido reite- 
radamente que todas las formas de la ley de causalidad provienen 
de tendencias subjetivas que no corresponden a ninguna necesidad 


a todo el universo, cuando se pi lentifi 
el Plensa que toda ley científica es una 
abstracción que supone la repetición de casos cientes ó 
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natural, con lo que mis concepciones ¡ 
y de Helm. E se aproximan a las de Popper 

Planck, p ág. 21 y sig., 135 y Helm, pág. 25 y sig., llegan a hablar 
del punto de vista “metafísico” que guiara a Mayer y ambos recono- 
cen, P lanck, pág. 26 y sig. y Helm, pág. 28, que también Joule debe 
haber sido guiado por un pensamiento análogo, aunque sin enun- 
ciarlo expresamente, opinión que comparto totalmente, 

Algo también tengo que observar respecto del llamado punto 
de vista “metafísico” de Mayer, y que, según palabras de Helmholtz, 
los partidarios de las especulaciones metafísicas aprecian como lo 
más valioso, mientras que para Helmholtz constituye la parte más 
débil de toda la exposición. Con expresiones como “de la nada no 
sale nada”, “la causa y el efecto son iguales”, no puede demostrarse 
cosa alguna a los demás. Mediante ejemplos he demostrado (en “Er= 
haltung der Arbeit”), cuán impotentes se han revelado estos enun- 
ciados vacios, hasta hace poco todavía aceptados en la ciencia. Sin 
embargo ese enunciado de Mayer no me parece que sea una debilidad. 
Es en cambio la expresión de una poderosa necesidad instintiva, no 
satisfecha aún y todavía vaga, (y que yo no llamaría precisamente 
metafísica) acerca de la concepción fundamental que hoy llamamos 
energía. Hoy sabemos que Mayer no carecía de la fuerza intelectual 
necesaria para satisfacer una mayor exigencia de claridad. En 
esencia Mayer, no se comportó diferentemente de Galilei, Black, Fa- 
raday y otros grandes investigadores, aunque muchos quizá fueran 
más prudentes y discretos. 

Ya me he referido a este punto (“Beitrage Zur Analyse der 
Empfindungen”, 1? edic., 1886, pág. 161 y sig.). Prescindiendo del 
hecho de que yo no participo del punto de vista de Kant, y que E 
general no me coloco en ningún punto de vista metafísico, ni pS y 
de Berkeley, como han supuesto algunos lectores apresurados de la 
obra mía últimamente citada, mis ideas coinciden con las de F. A. 
Miller (pág. 104 y sig.). Explicaciones detalladas sobre el principio 
de la energía se encuentran en mis “Prinzipien der Wármelehre”. 


2, Relaciones de la mecánica con la fisiología 


1. Toda ciencia parte originariamente de una necesidad a 
si las vocaciones personales, Y las os y o 
le ivi ramas; - 
les de sus cultores, la dividen en delgadas E e 
i á tenida en la conexión de Ca 
cura de su fuerza vital sólo está conteni 1 ión. 
E con el todo. Sólo mediante esta vinculación podrá lograr con 


éxito su propio objeto, Y apartarse de monstruosos desarrollos unila- 


terales. 
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s-- ¿La división del trabajo, la limitación de un investigador a un 
dominio restringido, la investigación de ese dominio como tarea vital, 
son las condiciones necesarias para un fecundo desarrollo científico. 
Recién con tal especialización y limitación se puede lograr la perfec- 
ción de los métodos particulares, intelectuales, y económicos indis- 
pensables para la conquista de ese dominio. Pero al mismo tiempo, 
en ellas reside el peligro de sobrestimar el medio que estamos utili- 
zando constantemente, pero que no es sino un instrumento, repután- 
dolo como el objeto propio de la ciencia. 


; 2. El desarrollo formal de la fisica, desproporcionadamente 
grande frente al de las otras ciencias naturales, ha producido de 
hecho 'un estado especial en nuestras mentes. Los recursos concep- 
* tuales de la física, los conceptos de masa, fuerza, átomo, que no 
tienen otra misión que recordar experiencias económicamente orde- 
hadas, son adscriptos por la mayoría de lós investigadores a una 
reálidad exterior.al pensamiento. Hasta se llega a pensar que esas 
fuerzas y esas masas son el objeto mismo de la investigación, de modo 
que una vez conocidas, todo lo que se refiere al equilibrio o al 
fovimiento de esas masas saldría por sí mismo. Quien conociera 
el mundo sólo a través del teatro, y se enterara de los dispositivos 
mecánicos de la escena, llegaría sin duda a opinar que el mundo 
teal necesita bastidores y que en cuanto se conocieran éstos, todo 
se lograría. Así debemos considerar también los medios auxiliares 
iñtelectuales que deben usarse para la representación del mundo en 
el escenario mental, mas no como fundamento del mundo real. 


. . B. En el conocimiento exacto de la ordenación de las ciencias 
especiales dentro del saber total, yace una filosofía especial que pue- 
dle exigirse a todo investigador de la naturaleza. 'Su ausencia se 
manifiesta 'por la aparición de supuestos problemas, en cuyo plan- 
teo, ya reside algo falso, se les considere resolubles o no. Así, una 
sobreestimación de la física respecto de la fisiología y un descono- 
tintiento de su verdadera relación, se muestra en la cuestión de sáber 
¡si es posible explicar las sensaciones mediante el movimiento de 
los átomos! 

Averigiemos las circunstancias que pueden haber llevado a una 
cuestión tan peregrina. Observemos ante todo que se concede una 
Pg lc a todas las experiencias que se refieran a relaciones 

, “EMPpo y de espacio, atribuyéndoles u á 3 jeti 
más real que a las experiencias Bobre colores, E Falo era 
embargo, una investigación más exacta, nos cerciorará que las Hen 
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ofdenados de series de sensaciones. Las magnitudes que intervienen 
en las ecuaciones de la mecánica no son otra cosa que los signos de 
ordenación de los miembros de esa serie, puestos en evidencias en 
huestra representación. Las ecuaciones expresan la dependencia 
recíproca de estos signos de ordenación. 
e Un cuerpo es un conjunto relativamente constante de sensacio- 
hes táctiles y visuales, asociadas con las mismas sensaciones de tiem- 
po y de espacio. Leyes mecánicas, como por ejemplo aquella de la 
aceleración recíproca de dos masas, dan mediata o inmediatamente 
las conexiones existentes entre las sensaciones táctiles, visuales y 
lás de espacio y tiempo. Ellas sólo conservan un sentido inteligible 
a través de su contenido sensorial (a veces muy complicado). 
Pretender deducir las sensaciones del movimiento de las masas, 
es entonces como explicar lo simple y próximo por lo complicado y 
lejano, prescindiendo del hecho que los conceptos mecánicos son 
tecursos económicos que se han desarrollado para la representación 
de hechos mecánicos, y no fisiológicos o psicológicos. Mediante una 
correcta distinción entre medios y fines de la investigación, y con la 
Timitación a la representación de los hechos, tales falsos problemas 
ya no pueden aparecer. : 


4. Toda ciencia sólo puede reproducir 0 representar conjun- 
tos de aquellos elementos que ordinariamente llamamos sensaciones. 
e.trata de la conexión de esos elementos. Un elemento tal como el 
calor de un cuerpo A, no sólo está conexo con otros elementos, como 
por ejemplo.con aquellos cuyas reunión designamos como llama B, 
sino también con la totalidad de los elementos de nuestro Cuerpo, 
por ejemplo, con los de un nervio N. Como objeto y elemento, Ñ no 
se diferencia esencialmente sino sólo convencionalmente de A y B. 
La conexión entre A y B pertenece a la física, aquella entre Á y 


a la fisiología. Ninguna de ellas se presenta sola, ambas son simultá- 


neas. Sólo circunstancialmente podemos. prescindir de una 0 de 
: : n puramente me- 


otra. Hasta los fenómenos que en apariencia so E 
cánicos, son siempre también fisiológlcos, así como también eléc- 
tricos, químicos, etc. La mecánica no abarca 


los fundamentos del 
universo, ni los de una de sus partes, sino un aspecto del mismo. 


3. Palabras finales 
i : Al principio de este libro se ha expresado la idea, que er 
trinas mecánicas se han desarrollado, a través de una AAC inte- 
lectual del conjunto de experiencias de los a E 
si ¡sa si ención, han sido ¿0 
el hecho, si se observa la cosa Sin prev , hí ona 


inventores del arco y de la flecha, de la honda y. de 
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"que establecieron la ley más importante de la dinámica moderna; la 
ley de inercia, mucho antes que Aristóteles y sus sabios comentaris- 
tas la desconocieran en su fundamental error. Y si bien ya las anti- 
guas balistas y catapultas, así como las modernas armas de fuego 
ponían diariamente esa ley ante los ojos, pasaron no obstante muchos 
siglos antes que el genio de Galilei y de Newton encontraran la idea- 
lización teórica correcta. Ella se produjo en la dirección contraria 
de la que podía esperar la inmensa mayoría de los hombres. No era 
la conservación, sino la disminución de la velocidad del tiro, aquello 
que debía justificarse y explicarse teóricamente. 

Las máquinas simples, las cinco potencias mecánicas como. las 
describe Herón de Alejandría y cuya descripción nos ha proporcio- 
nado la Edad Media a través de las traducciones árabes, son sin dis- 
cusión un producto de los trabajadores manuales. Si ahora un joven, 
o mejor un niño, se ocupa de trabajos mecánicos con medios entera. 
mente simples y primitivos, como fué el caso de mi hijo el doctor en 
medicina Ludwig Mach, entonces las sensaciones dinámicas que se 
observan y que se obtienen en las experiencias mecánicas por la adap- 
tación de los movimientos, hacen la más poderosa e imperecedera 
impresión. Poniendo atención en esas sensaciones nos acercamos 
intelectualmente al origen instintivo de las máquinas. Se comprende 
por qué se han preferido las palancas más largas, que podían miover- 
se con un menor esfuerzo, por qué el martillo que oscilaba del cabo, 
podía transportar un mayor trabajo o fuerza viva con un recorrido 
mayor. El transporte de cargas por rodillos que ruedan se compren- 
de de inmediato de la experiencia, así como el nacimiento de la rue- 
da, del rodillo fijo. El establecimiento del rodillo debe haber adqui- 
rido una gran importancia técnica y conducido al invento del torno. 
Hecho esto, se encontraron entonces fácilmente la rueda, el torno 
simple y la polea, 

Pero es el banco del tornero lo más antiguo, con el árco y la 
hornalla de fuego accionada con soga, de los salvajes, sin duda al 
Principio para pequeños objetos. Los árabes utilizan aún este dis- 
positivo y hasta hace muy poco estaba todavía en uso entre nuestros 
relojeros, sin excepción, El torno de alfarero de los antiguos egip- 
cios es también una especie de torno. Quizá sirvieran sus formas 
de modelos para los tornos más ricos, cuyo invento con el de la plo- 
mada y el de la medida de los ángulos, le adscribe Teodoro de Samos, 
Así podrían ser también moldeadas las columnas de piedra (532 a C.). 
N o todos los E conocimientos encuentran igual aplicación, muchos 
quedan largo tiempo inactivos, Los antiguos egipcios tenían ruedas 
Lo DTO transportaron sus colo. 
trabajo humano (1). Tam , e a oa insolente desprecio por el 
cautivos. Podían estar é Poco le afligía el trabajo de los esclavos 

+. Fodían estar éstos tranquilos, pues no' serían empalados 
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ni tampoco se les privaría de la vista a la moda asiria, sino sola- 
mente expuestos como reses estaqueadas, Nuestros nobles modelos, 
los griegos, no pensaban de una manera muy distinta. 

; Pero aun admitiendo el progreso de los salvajes más adelantados, 
siguen sin embargo muchos inventos aún difíciles de comprender. 
Los egipcios no conocían el tornillo. En las numerosas tablas de la 
obra de Rossellini no aparece ningún rastro de él. Los griegos ads- 
criben su invención, según inciertos documentos, a Arquitas de Ta- 
rento (hacia 390 a. C.). Pero ya en Arquímedes (250 a. C.) y en 
Herón (100 a. C.) se encuentra el tornillo como algo muy conocido 
y en sus múltiples formas, Herón puede decir fácil y comprensible- 
mente para nuestro actual lenguaje escolar que: “El tornillo es una 
cuña retorcida”. Pero quien no ha visto ni manejado un tornillo, 
con esta indicación no descubrirá nada. Por analogía con los casos 
que hemos considerado anteriormente, puede suponerse que se ha 
estado cerca de la idea de la construcción del tornillo, ya manejando 
algún objeto de forma de tornillo como una soga retorcida, un par 
de alambres retorcidos juntos con fines ornamentales, la cuerda retor- 
cida en forma de tornillo que se utiliza para limpiar la chimenea de 
los antiguos hogares, ya jugando por azar, ya por la sensación de 
arrollar o desarrollar esas cosas con la mano. En definitiva, son 
observaciones casuales, en las que se pone de manifiesto la falta 
de adaptación del hombre a su entorno, y, que una vez anotada, se 
trata de lograr esa adaptación y mantenerla. 

Mi hijo ha descrito vivamente, cómo en un museo etnográfico 
se le presentan nuevamente sus experiencias dinámicas juveniles, 
cómo ellas renacen ante los aparentes rastros de una colaboración 
en los objetos presentados. ¡Puedan esas experiencias servir de fun- 
damento a una tecnología genética general y quizás con ello pe- 
netrar en la capa más profunda de la comprensión de la prehis- 
toria de la mecánica! 
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